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Sea A, B y C puntos no colineales.

Entonces con dichos puntos se determina
el plano H.

II) Una recta y un punto exterior a ella
determinan un plano.

[/
=

Sea: Ag <L

Entoncescon Ay £ se determinanel plano
IP.

1) Dos rectas secantes determinan un plano

%4 NLa={A}

Entonces &£, y &£, determina el plano M.
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IV) Dos rectas paralelas determinan un
plano

Si: L, =L, yi, determinan ~§ .

GENERACION DE UN PLANO

El plano puede considerarse como
generado por una recta que se mueve
resbalando sobre dos rectas secantes o

paralelas .

=

El plano puede considerarse como generado
por una recta que se mueven resbalando
sobre una recta y pasando constantemente por

una punto fijo exterior a ella .
/" punto

El plano puedg considerarse como generado
por una recta que se mueve resbhalando sobre
una recta y permaneciendo siempre paralela
asi misma . -
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El plano puede considerarse como generadc
por una recta que se mueve girando alrededor
de una recta fija y permaneciendc
constantemente perpendicular a dicha recta .

rueda
Sueda

eje

POSICIONES RELATIVAS ENTRE
RECTAS Y PLANOS
En el espacio , se puede analizar las
posiciones relativas entre dos rectas, entres
dos planos y entre una recta y un plano .

I) ENTRERECTAS :

Dos rectas pueden ser paralelas, secantes

o alabeadas, ya se analizé las posiciones
relativas entre dos rectas paralelas y dos
rectas secantes, las cuales son coplanares
porque determinan un plano.

Luego, si dos rectas no son coplanares
entonces a dichas rectas se denominar
alabeadas o cruzadas.

a) RECTAS SECANTES : sitienen un puntc
comun

Son aquellas rectas que tienen un solo
punto en comun. Existe un sélo plano en e
cual estan contenidos dichas rectas.

Si: anb ={A}
= avyh:

carantac
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b) RECTAS PARALELAS : si no tienen
ninglin punto comun y forman un plano

y A

Son aquellas rectas que no tienen puntos
en comun y existe un solo plano que las

contiene.
Si: mnn=o y@

m yn : coplanares

Smyn : paralelas

C) RECTAS ALABEADAS O RECTAS
CRUZADAS.

No tienen ninglin punto comun y no forman
plano alguno L

L,y L, son rectas cruzadas o alabeadas .

Son aquellas rectas que no tienen puntos
en comun y que no son coplanares.

77
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Si: L,Ni,=2;v L, yL,: no coplanares

= i__; y i:; son alabeadas o cruzadas

ANGULOS ENTRE DOS RECTAS
ALABEADAS
El &ngulo entre rectas alabeadas, es el
angulo determinado por dos rayos
respectivamente paralelos a dichas rectas,
siendo su vértice un punto cualesquiera del
espacio .

Sean: Ly L, las rectas alabeadas

Si: OM/IL, y ONNIL,

— m<MON. Es el angulo entre |'__1' y |_'_'2 y la
m<MON=0 : es la medida del angulo entre
Lyi,

® @

Si: 9=90°=> L, y L,: son perpendiculares u
ortogonales .
EJEMPLO :
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En el grarico se muestra una casa, en |a
cual se observa rectas paralelas como

1,69 ¥ SgY rectas alabeadas como:

Lay Ls,Lay Lo, L1y L.
Il) ENTRE PLANOS :
Dos planos pueden se paralelos o secantes

a) PLANOS SECANTES: si tienen un punto
comin

Son aquellos que tienen en comuin un
conjunto de puntos que forman una recta.

ol nolP={AB}

b) PLANOS PARALELOS : si no tienen
ningdn punto comun

Son aquellos que no tiene punto en comun.
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ol//oP <ol nNoP=C

lIl) ENTRE RECTAY PLANO :

Las posiciones relativas entre una recta vy
un plano pueden ser, recta secante al plano,
recta contenida en el plano y recta paralela
al plano.

RECTA CONTENIDA EN UN PLANO

Una recta estd contenida en un plano.
cuando todos los puntos de dicha recta

pertenecen a dicho plano .

.AiEE

Aje=M/ieN

SlcM

® @

Si dos puntos de una recta pertenece a un
plano dicha recta esta contenida en dicho
plano .

a) SECANTES : sitienen un punto en comun

Una recta y un plano son secantes , cuando
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ampbos tienen un punto en comun
denominado punto de interseccion .
L

Si: . Mn I:={p}

>Ly-M
son secantes

b) PARALELOS : sinotienen ninglin punto
en comin o« »

Cuando ambos no tienen punto en comun .

z
- -

< Jf plano H <>Z() plano I = (¥

® @

La condicién necesaria y suficiente para que
una recta sea paralela a un plano es que
dicha recta no contenida en el plano sea
paralela a una recta cualquiera contenida
en dicho plano.

,

Sea L1c_H, Leg_H,y LilL,

— Pl H
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PARALELISMO ENTRE RECTAY
PLANO

Para que una recta sea paralela a un plano
es necesario y suficiente que la recta sea
paralela a una recta contenida en el plano.

—_— L

(Z

siL/im ; mcP=>L/IP

Si una recta es paralelaa un plano, dicha recta
sera paralela a cualquier recta contenida en el
plano

PARALELISMO ENTRE DOS PLANOS

Para que dos planos sean paralelos es
necesario y suficiente que dos rectas secantes
contenidas en uno de ellos , sean paralelas
a dos rectas secantes contenidas en el otro
plano .

m 1
mill,nlls y mNn, INs=>P/@

PERPENDICULARIDAD ENTRE
RECTA Y PLANO

Se define como aquellas perpendiculares a
todas las rectas contenidas en el plano

Si Ll m
Entonces:

L

pie de la recta
. perpendicular
L, al plano
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FPara que una recta sea perpendicular a un
plano es necesario y suficiente que esta recta
sea perpendicular a dos rectas secantes
contenidas en el plano

L

siLIm;LImymNn=>LLP

Si una recta es perpendicular @ un plano
seréa perpendicular a cualquier recta
contenida en el plano

CONDICION NECESARIAY

SUFICIENTE PARA QUE UNARECTA
SEAPERPENDICULARA UN PLANO

Una recta sera perpendicular a un plano, siy
solo si, es perpendicular a dos rectas secantes
contenidas en dicho plano, luego dicha recta
sera perpendicular a todas las rectas
contenidas en dicho plano .

L

Sean: L, c. W yi,c. H, ademas [ y

L, son secantes en A

Si: L1, yL LL ,entonces, L L=H

PERPENDICULARIDAD ENTRE
PLANOS

Para que dos planos sean perpendiculares
es necesario v suficiente gque una recta
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contenida en una de ellos sea perpendicular
al otro plano

siLIm;LIiny Lc@>P1@

TEOREMA1 :

Si tenemos una recta paralela a un plano ,
todo plano secante al plano dado y que
contiene a la recta determina una recta de
interseccion que es paralela a la recta dada

siL/iP y PN@= AB/L

TEOREMA 2 :

Si tenemos dos 0 méas planos paralelos
interceptados por un plano secante , las
rectas de interseccidn son paralelas .
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SiPl®@ = AB//CD

TEOREMA 3 :

Si dos o mas planos paralelosson
interceptados por dos rectas paralelas los
segmentos comprendidos entre los planos
paralelos son iguales .

>

SiPli@ , allb—= AD=BC

TEOREMA 4: TEOREMA DE THALES

Si tres 0 méas planos paralelos son
interceptados por dos rectas secantes , los
segmentos que se determinan entre los
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planos son proporcionales

TEOREMAS :

Por un punto exterior a un plano se pueden
trazar una sola perpendicular al plano .

g

TEOREMAG®G :

Por un punto exterior a una recta se puede
trazar infinitas perpendiculares a la recta .
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i
DEMOSTRACION :

m | Pluego trazamos L/iIm , L es
perpendicular al plano P donde :

L11=>11L
L12=21L
L13=>31L

Es decir del punto A se pueden trazar
infinitas perpendiculares a la recta L.

PROYECCION

Proyeccién es la intersecccién de la linea
visual con el plano de proyeccién

A

obser vadf)xr

A : objeto

X : plano de proyeccién

A, ' punto de proyeccion de A en el plano
de proyecciéon X

AA_ : proyectante
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TIPOS DE PROYECCION

1) PROYECCION CONICA :
Los rayos proyectantes parten de un puntc

) PROYECCION CILINDRICA :

Los rayos proyectantes son paralelos entre
si formando estos un éngulo cualquiera con
el plano de proyeccién.

Ill) PROYECCION ORTOGONAL :

Los rayos proyectantes son paralelos. y
ademas perpendiculares al plano de
proyeccion , el tamafio de la proyeccién es
menor al tamafio del objeto . sera del mismc
tamafio siempre y cuando el objeto y el
plano de proyeccién sean paralelos . La
proyeccién ortogonal se utilizara en
geometria del espacio .




image19.png
PLANOS DE PROYECCION
PRINCIPALES
) plano horizontal o de planta (IH)
1) plano frontal o de elevacién (IF)
1) plano de perfil o lateral (IP)
Dichos planos son perpendiculares entre si

PROYECCION DE UN PUNTO EN LOS
PLANOS «H» Y «IF»
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COTA : distancia del punto A al puntc
horizontal

ALEJAMIENTO: distancia del punto A al
plano frontal

PROYECCIONES PRINCIPALES DE
UN SOLIDO

PROYECCION ORTOGONAL DE UN
PUNTO Y UNA RECTA

La proyeccion ortogonal de un punto sobre
un plano, es el pie de la perpendicular
trazada de dicho punto hacia el plano. La
proyecciéon ortogonal de una recta nc
contenida en el plano es el conjunto de
puntos del plano que son las proyecciones
de los puntos de la recta sobre el plano .

Plano de Proyeccion

P' : proyecciéon de P sobre el planc
H(P ¢ ._H)
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A'B' : proyeccion ortogonal de A sobre
el plano H. (AB ¢~H) .
M°N®: proyeccién ortogonal de N Ssobre

el plano H. (MN « . H)

® @

La proyeccién ortogonal de una figura sobre
un plano es el conjunto de puntos del planc
que son las proyecciones ortogonales de los
puntos de la figura en dicho plano .

Linea M'N'T": es la proyeccién ortogonal de
MNT sobre el planoH, asi como A'B'C'D'E'
lo es de ABCDE .

LINEA DE MAXIMA PENDIENTE

Se llama recta o linea de méxima pendiente
de un plano “IP” con respecto a otro “®@” al
cual intersecta, a la recta "¢" del primer
plano “IP” que es perpendicular a la

interseccion AB de los dos planos.

Esta linea "¢", por ser perpendicular a AB
en uno y otro plano, es la recta del primer
plano que forma con el segundo un angulo
maximo .

B 0>a

ngn Linea de maxima pendiente
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ANGULO ENTRE DOS RECTAS
CRUZADAS ALABEADAS

El angulo entre dos rectas se determina en
una proyeccién donde se vean las dos
rectas en su real magnitud.

Es decir el angulo entre dos rectas
alabeadas, es el angulo determinado por
dos rayos respectivamente paralelos a las
rectas dadas y cuyo origen es un punto

cualquiera en el espacio .
m,

Si mifOA y n//OB.

Entonces 6 es la medida del angulo formado
por las rectas “m” y “n”.

® @

El angulo entre dos rectas alabeadas se
determina en una proyeccién donde se vean
las dos rectas en su verdadera magnitud .
PROCEDIMIENTO 1 :

Para calcular el angulo formado por dos rectas
cruzadas se toma un punto arbitrario en el
espacio y por dicho punto se trazan paralelas
a las rectas cruzadas de modo que el angulo
formado por las paralelas es el angulo formado
por las rectas cruzadas

m
Ly

sim/iL, . nilL,
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luego ¢ es el angulo Tormado por las rectas
L, yL,

PROCEDIMIENTO 2 :

Se toma un punto en una de ellas y por dicho
punto trazar una paralela a la otra recta
obteniéndose el angulo que forman las
rectas alabeadas T,

SimiiL, , ¢ es el angulo formado por L,y L,

OTRA FORMA DE UBICAR EL
ANGULO ENTRE DOS RECTAS
ALABEADAS

Se considera un punto cualquiera en una
de ellas y por dicho punto trazamos una
paralela a la otra recta, obteniéndose el
angulo que forman las rectas alabeadas .

Si por “P” trazamos al/m , entonces la

medida del angulo formado por “m” y “n”
es 0 .

® @ 1)
si£ 1 H. /

P v

k2
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"¢ es perpendicular a “n”

“m” es perpendicular a “n”
“m” es perpendicular a “y”

"¢"es ortogonal a “m”.
I1) En el ortoedro :

"¢ es ortogonal a “m”.

EJEMPLO 1 :

Determinar la medida del angulo formado por
la, diagonal de un cubo y la diagonal de una
cara, sabiendo que éstas se cruzan .
RESOLUCION :

A p M 4

_—

AC : Diagonal del cubo.

PQ : Diagonal de una cara.

Trazamos MN, por el teorema de los puntos
medios en el AABC: MN//AC .

Entonces el &ngulo entre AC v PQ es PNM
, donde la «PNM=c.

El APMQ es isdosceles PM=MQ.
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Pero PN=NQ, etonces MN es mediatriz de
PQ
Finalmente se deduce que : a=90°
ANGULO ENTRERECTAY
PLANO

El &ngulo entre una recta y un plano es el
formado por la recta y la proyecciéon de esta
sobre el plano L

\_Proyeccién

¢ es el angulo que forman la recta «L» y el
plano «P»

ANGULO ENTRE PLANOS
(DIEDRO)

Es la figura formada por dos semiplanos la
recta comun se denomina arista y a dichos
semiplanos se denomina caras

A [2]
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P y ® son las caras del diedro AB arista del
diedro

NOTACION : diedro AB

ANGULO PLANO O ANGULO
RECTILINEO DE UN PLANO

Para obtener la medida de un diedro se
toma un punto cualquiera de su arista y se
levantan perpendiculares a la arista en cada
uno de los semiplanos el angulo formado
por las perpendiculares es el angulo
formado por los semiplanos .

ala arista AB

¢ angulo plano del diedro AB
AB _plano §
@

* Un diedro puede tener infinitos planos
perpendiculares sin que varie su medida

* El dngulo entre dos planos se medird en una
proyeccion donde los dos planos aparecen de
canto , estando la recta de interseccion de
punta

TEOREMA DE LAS TRES
PERPENDICULARES

Si por el pie de una recta perpendicular a
un plano, se traza otra recta perpendicular
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a una qe las rectas contenigas en aicho
plano, entonces, toda recta trazada por el
pie de ésta Ultima recta y un punto
cualquiera de la recta perpendicular al
plano, sera perpendicular a la recta
contenida en dicho plano.

Sea :

Lc_m

Si: L1 .m|
y L LU, c~|)

:>L;LE;¢:90°

Es decir si por el pie de una recta perpendicular
a un plano se traza una segunda perpendicular
a una recta contenida en el plano, el pie de la
segunda perpendicular con un punto cualquier
de la primera perpendicular se determinara una
recta perpendicular a la recta contenida en el
plano .

LLP AB1lm=BC.lm=|x=90°
DEMOSTRACION :
CRe
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tomamos BD = BP
AABP =AABD..LAL = AP=AD
AACP =AACD..LAL=CP=CD

ACPD : CB es mediatriz = x=90°
OTRO METODO :

siACLP=ACLm=mLAC

= ABLm=m 1l AB
como «m» es perpenduculara AB y a AC
luego «m» seré perpendicular la plano
formado por AB y AC
m 1 plano ABC = m 1 BC v x=90°

MENOR DISTANCIA ENTRE’DOS
RECTAS QUE SE CRUZAN(MINIMA
DISTANCIA)

Sidos rectas del espacio se cruzan existe una
recta, y sélo una, que es perpendicular a
ambas; y el segmento de ésta perpendicular
que tiene sus extremos sobre dichas rectas
es menor que cualquier otro segmento analogo
(con un extremo sobre cada una de las rectas

mencionadas)
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Sean «m» y «n» [as rectas que se cruzan .

Por un punto cualquiera de «n» tracemos
la recta affm.

Si IP es el plano determinado por «n» y «a»
tendremos m // P .

AA’" Minima distancia

® @

La misma distancia entre dos rectas
cruzadas es el segmento de recta
perpendicular a ambas rectas

M

L4

si L,y L,son rectas cruzadas MN es la
minima distancia entre L, y L,

PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR
LA MiNIMA DISTANCIAENTRE DOS
RECTAS CRUZADAS
Paso (l) : se escoge un plano que sea

perpendicular a una de las dos rectas
Paso (ll): dicha recta perpendicularal plano
se proyectaréd como un punto en dicho plano
, la otra recta también se proyecta al mismo
plano

Paso (lll) : en el plano escogido se
encuentran las dos rectas una como un
punto y la otra como una recta de proyeccion
de modo que la distancia del punto a la recta
proyectada viene a ser la minima distancia
entre las dos rectas cruzadas

EJEMPLO :

Calcular la minima distancia entre L,y L,
siendo la figura un cubo.
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D C
RESOLUCION :

Paso {l) : escogemos el plano ABCD que
es perpendicular a L,.

A B

D (o]

Paso (ll) : proyectamos las rectas L, y L, en
el plano escogido ABCD .

Paso (Ill): en el cuadrado ABCD se
encuentyra la recta L, como un punto By Iz
recta L, luego la minima distancia sera la
perpendicular de B a AD

® @

En algunos casos es dificil ubicar un planc
que sea perpendicular a una de dos rectas
alabeadas . en éstos casos se ubica un
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plano en el cual Qos rectas alabeadas se
proyectan como paralelas , luego en el planc
en la cual las dos rectas sus proyecciones
son paralelas , la minima distancia sera |z
perpendicular a ambas rectas

plano de proyeccion

AB : minima distancia

EJEMPLO:

Si ABCD y ABEF son cuadrados de lados
iguales a 6m y forman un angulo de 60°;
determinar la minima distancia entre

AEy CD.
RESOLUCION :
Por dato , la medida del angulo diedro es

60°. Por esto NH es perpendicular en e
centro del cuadrado AFEB.

E

Luego la minima distancia entre AE y CD
es NH.

Finalmente en el BMHN: x=3/3m
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® @

* Se dice que una figura plana se proyecta
en verdadera magnitud (V.M.) sobre un
plano , cuando el plano que la contiene es
paralela a dicha figura plana .

4 Sedice que un plano se proyecta de cantc
, sobre otro plano, si le es perpendicular.

El plano IP es perpendicular al plano ®.
La proyeccién de canto del plano IP sobre e

plano ® es la recta AB .

4 Si dos planos perpendiculares entre s

se proyectan de canto a un tercer plano
entonces dos rectas , cualquiera en los dos
primeros , tienen sus proyecciones
perpendiculares entre si, en el tercer plano

D
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MN proyeccion de AB en MNQH.

NQ proyeccién de CD en MNQH.

* Si dos rectas perpendiculares se proyectan
sobre un plano paralelo a una de ellas ,
entonces sus proyecciones son
perpendiculares entre si .

Simln=>mln'

@

El caso reciproco también se cumple, es decir
si dos rectas m y n se proyectan sobre un plano
y sus proyecciones m’ y n’ forman angulo recto,
entonces las rectas m y h son perpendiculares
entre si .

* Si el plano P se proyecta de canto sobre
el plano ® y la recta ¢ perpendicular al
plano IP se proyecta en verdadera magnitud
sobre ® , entonces ambas proyecciones son
perpendiculares en ®.

(D7

PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR LA
MINIMA DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS
ALABEADAS (OTRO PROCEDIMIENTO) :
Para encontrar la minima distancia entre dos
rectas alabeadas directamente, a veces no
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es posible, en estos casos necesariamente
tenemos que hacer lo siguiente:

1) Si dos rectas alabeadas se proyectan
sobre un plano perpendicular a los planos
paralelos que las contienen , entonces sus
proyecciones son rectas paralelas , y la
minima distancia entre dichas rectas
alabeadas es igual a la distancia entre las
proyecciones paralelas .

EJEMPLO :

En el siguiente cubo, determinar la minima
distancia entre las rectas “p” y “q”, siendo
la longitud de la ar|sta del cubo igual a 8

unidades .
A'

N

RESOLUCION :
La proyeccién de p sobre ABCD es p’.

En el I~ ACD; M y N son puntos medlos,
entonces p’/iq . R

Entonces |la minima distancia es “x”
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2) Si una recta y un plano son paralelos , y
se proyectan sobre un plano perpendicular
a la recta, entonces dicha recta se proyecta
de punta y el plano de canto .

AREA DE LA PROYECCION DE UN
TRIANGULO SOBRE UN PLANO
El area de proyeccién de un tridngulo sobre
un plano es igual al area del tridangulo
multiplicado por el coseno del diedro
formado por el tridngulo y su proyeccién
B

7
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Areascy) = Area apc) Cos ¢

DEMOSTRACION :
Area ,._=1/2 ACXHP

(AHC)

Area ,__=1/2 ACXBP

(ABC)

Dividiendo:
Area(ACH) _HP

Area(ABC) BP’

BPHB : cos¢=HP/BP
Reemplazando en () :

N0

Area
——ACH) =cos ¢
Area g,

—>Area (A(:H)=Area(AE €00

EN FORMA GENERAL :

A'=RACosd

PROPIEDADES FUNDAMENTALES

PROPIEDAD 1 :

Dos rectas perpendiculares al mismo plano
son paralelas entre si .
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Estudia la forma y extension de las figuras

geométricas cuyos puntos no estan en un

mismo plano (espacio tridimensional).
ESPACIO

Extension indefinida y sin limites conocidos ,
que es el medio en el cual se hallan cuantas
cosas existen en el universoy tiene naturaleza
material .

IDEA DE UN PLANO

En algunas actividades cotidiana se utiliza
intuitivamente la palabra plano, esto se puede
apreciar cuando los nifios o personas adultas
eligen un lugar plano para practicar su deporte
el futbol, para apoyar ciertos objetos materiales
de manera que permanezcan fijos , estos se
eligen teniendo la intuicion de horizontabilidad

Los gedmetras, consideraun plano como una
superficie perfectamente lisa y de extension
ilimitada en todas sus direcciones , esto es
ideal .

Pero desde el punto de vista fisico un plano
puede ser representado por diversos objetos,
asi tenemos, la pizarra, las paredes , el espejo
, una plancha de triplay, una mesa, el tablero
de dibujo, etc.

RE?RESENTACIONES
GEOMETRICAS DE UN PLANO
Un plano geométricamente es representado

por cualquier regién plana, convencionalmente
se considera la region paralelogramica .

Para denotar un plano, se ubica una letra
en una de sus esquinas, luego se identifica
asi:

Notacion:

Plano H*/ /TH
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El plano puede considerarse como liimitado
en los sentidos , no tiene figura alguna vy
serfa imperceptible para nuestros sentidos
si no séfialaramos en él ciertos limites , los
limites con que sefialamos una parte del
plano son arbitrarios asi podemos limitarlo
en forma de triangulo , de poligono , de
circulo , pero la costumbre de limitar un
plano la mayor parte de las veces por un
rectangulo o romboide como se ve , en el
suelo , paredes , en los cuadros , en la
mesas etc.

DETERMINACION DE UN PLANO

Determinar un plano significa ubicarlo o
fijarlo en un determinado lugar , asi por
ejemplo , como ubicar la pizarra en la parea
de manera que quede fijo ; para ello es
necesario clavar en tres de sus esquinas o
vértices .

Entonces geométricamente ubicar tres puntos
no colineales .

El plano es una superficie ilimitada en todas
sus partes, que contiene exactamente a toda
recta que pase por dos puntos cualesquiera
de dicha superficie. La idea del plano, la recta
y el punto es un concepto intuitivo puramente
experimental .

A continuacién veamos los elementos
necesarios para determinar un plano:

I) Tres puntos no colineales determinan un
plano .
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