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f:A>Bo6A—1>B
Se lee fes una funcién de A en B.

CONDICION DE EXISTENCIA Y
UNICIDAD

Sea: f:A— B, unafuncién , luego se debe
cumplir:
) Paracada xeA, 7! yeBI(x,y) e f

) Si: (x;y)ef A (x;2)ef, entonces y =2z
EJEMPLO 1 :
A) f
A~ B
m

n

P

Cumple la condicién 1 y I
- £ ={(1:p),(2n),(3;m)} es funcién
B) g
A _——~_B
“

No cumple I, pues (9;-2) y (9;-5)eg.

- g ={(9:-2),(9:-5),(10;-5),(11;-7)}  es
una relacién pero no es funcion.

<) Aa_t_ B

=

[ |

)

No cumple | pues el elemento ¢ €A no esta
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relacionado con ningun elemento de B.

- h={(a; 2),(b;4)} es una relacién pero
no es funcién.

NOTA :

En una funcién , dos pares ordenados
distintos no deben tener la misma primera
componente.

MAS EJEMPLOS DE FUNCIONES :

';J k?

£ ={(1:7).(3:4).(2:6)}

H fA~B

A B A r

L 4 3 a

| 2 5 4?;5 }
{ L—
\&/ 7\

H={(1;5),(24),(34)}
f={(3a)(4a),(5:6)}
MAS EJEMPLOS DE NO FUNCIONES:

A _—B A_—"~_B

F={(3m),(3m).(7p) (pse)
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Noes funcién ,
es una relacién

w: No es funcién ya que 3 no se corresponde
con ningtn elemento del conjunto B.

£ ={(1:4),(2:4),(2:6),(3:5)}

Vemos (2:4)eg n(2:6)eg pero 46

> g no es funcién es relacion.
F={(-2:1),(2:1),(5:6),(6:7),(5:8)}

«*» no es funcién
pues(5;6) e f A(5:8)e fpero 68
EJERCICIO:

Hallar los valores de «a» y «b» para que el
siguiente conjunto de pares ordenados sea
una funcién.

A={(2;5),(-1;-3),(2;2a—b),(-1;b-a),(a*b?a)}
RESOLUCION:

En una funcién dos pares distintos nunca
tienen el mismo primer elemento

(2;5)y (2;2a-b)e A=5=2a-b..(I)
(-1;-3)y (-;b-a)eA=b-a=-3
De (1) y (Il), resulta
a=2y b=—1
=1={(2;5),(-1;-3),(3;2)}
FUNCION REAL EN VARIABLE
REAL

Una funcién f:A — B es una funcién real
en variable real si y solo si A y Bsensolo
subconjuntos de R, es decir,el domir

yel
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rango son subconjuntos de los numeros
reales.

Aunque en nuestro estudio estaremos
interesados principalmente en funciones que
tienen dominio y rango en R, el concepto de
funcion es mas general, puesto que podemos
hablar de conjunto de pares ordenados de
elementos sin restriccion alguna sobre la
naturaleza de los elementos. Por ejemplo, en
la correspondencia de un Conjunto de
estudiantes, con las notas que les asigna su
profesor, cada par ordenado tiene como
primer elemento un estudiante, el cual no es
un ntmero real.

NOTACION FUNCIONAL :

Las notaciones en matematica han sido
fundamentales para el avance de esta ciencia;
la eleccion de una notacion adecuada puede
ahorrarnos gran cantidad de trabajo al
resolver un problema. Hace mucho tiempo los
matematicos idearon una notacién especial
para denotar funciones, esta notacion
marcaba la dependencia de la variable.

Para nombrar a la funcién se utiliza una letra,
como f, g , h . Entonces f(x) que se lee f de
X representa la funcién evaluada en el punto
X; es decir, el valor que la funcién asigna a x

También se le puede representar asi

f:A>B
x — f(x)

en donde A es el dominio y B el conjunto de
llegada . El rango de la funcién R, esta
contenido en el conjunto de llegada

(% <)
EJEMPLO 1:
Si f es la funcién con dominio Dy={-2;1;2}

que a cada valor le asigna su cuadrado.
tendremos:

f-2)=4; f(1)=1; f(2)=4
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y en general: fla)= x?

A este Ultimo resultado se le llama regla de
correspondencia de f, la cual nosindique de
manera breve y directa lo que f hace con
cualquier nimero X.

Ademas de la notacion f(x), podemos indicar las.
correspondencias entre valores del dominio y del
rango, mediante flechas, observandose, con
mayor claridad, que a cada elemento del dominio
e corresponde exactamente un elemento del
rango.

EJEMPLO 2 :
Sea la funcion f(x), que a cada valor de X le
asigna su cuadrado aumentado en cinco.

En este caso: flxi=a®+5 es la regla de
correspondencia de la funcién.

Si deseamos hallar f(4) , reemplazaremos
x=4 en la formula.

Estoes : fly)=4%+5=21

Si escribimos: fla)=a®+5; flz)=2>+5

Estamos representando la misma funcion, la letra
utilizada para la variable del dominio no tiene
mportancia, pero en general se usaré x. En este
caso al no existir restricciones para x, asumimos

que Dy = R

Al parecer no existen problemas al usar esta
notacion , pero si en lugar de x se sustituye una
expresion algebraica , se debe proceder con
cuidado.

Veamos :  f(x?)=(x?)?+5=x*+5
(3X)=(3x)+5=9x2+5
f(x+h)=(x+h)?+5=x2+2xh+h?+5
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OBSERVACION :

Unafuncién f:A - B consta de tres partes
un conjunto A llamado dominio de la funcién
(6 conjunto de partida), un conjunto B donde
esta incluida el rango de la funcién (6 conjunto
de llegada) y una regla que permite asociar
de manera bien deteminada a cada xc A
con un Unico elemento fixje B, llamado la
imagen de x .

No se debe confundir f con f(x) ya que fes
la funcién, mientras f(x) es la imagen de un
punto X de su dominio.

Definamos correctamente cada una de las.
partes de una funcion:

DOMINIO DE UNA FUNCION:

Sea : f:A— B una funcién de A en B
llamaremos dominio de la funcion f al
conjunto de todas sus primeras componentes
de los pares ordenados de la funcién , al cual
denotaremos por Dom f , es decir :

Domf - {xcA/IlycB/(xiy)e f}
RANGO DE UNA FUNCION :

Sea :f:A—> B una funcién de A en B
llamaremos rango de la funcién f al conjunto
de todas sus las segundas componentes de
los pares ordenados que pertenecen a la
funcién , y se denota por Ran f , es decir
Ranf={yeB/xecAnr(xy)ef}
EJEMPLOS:

1x)=1(2:3),(5:6),
(3:-4),(4;7),(-5:9)}

12:5;3:4;-5} [ {3:6,~4; 79}

i Todos los| Todos los
fa) =347~ 7 niimeros | niimeros
reales reales

o) =B Hixool | 10341

R-{2} |[R- {1}
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Expliquemos el ejemplo 4 : Observamos que
el Uinico valor no admisible es 2, dado que la
divisién entre cero no esta definida ; luego el
dominio de la funcién sera : g {2}

5) Para hallar el rango de la funcién
f(x)=2 - 3x, x e[-3;2] vemos que el dominio
de la funcion es [-3;2], entonces: -s<x<2 y

buscando la forma de f(x), tendremos:
cxc<2

594222 -3x>-6+2, luege
4<2-3x<116 -4<f(x)<11

El rango de fes [~4;11]

6) A veces, la funcion se define en un dominio
dividido o «particionado» de modo que se da
una regla de correspondencia para cada parte
del dominio . Esto se denomina funcién
definida por partes FUNCION
SECCIONADA).

Una funcién de este tipo es:

-1 ;si-4<x<0

fix)=4 0 ;si 0<x<2

X+1;si 2<x<4
El dominio es [-4:4] y se ha dividido en tres
partes. El valor de x determina la regla que
se ha de usar. Asi , para hallar f(-2), como
-2 cumple con 4 < x<0, se aplica la
primera regla y , segun ella, f(-2) = -1.
Verifica que: f(1) =0y f(3) =4
Dominio de f , se abrevia como Dy
Rango de f, se abrevia como R;
REGLA DE CORRESPONDENCIA
Dada la funcién f: A — B, f se puede escribir

en la forma: f — {(x;y)sAxBlyzf(x)}

Donde la ecuacion y=f(x) es llamada regla
de correspondencia , y nos permite calcular
la imagen de un elemento del dominio.
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f:A—>B
x>y =flx)
Donde podemos decir que :
X es la variable independiente
y es la variable dependiente
EJEMPLO 1:
* Dada la funcion f definida por el diagrama.

1(21=5

F3=10 |
ri=17 :
ri5=26 \

Su regla de correspondencia esta dada por :
y=f(x)=x2+1;x e A

EJEMPLO 2 :

Dada la funcién f definida por

@ A
(=5 .
r@=7 / ; ) 7 2\
fH=9 ‘

f&)=1 \EHH/

Su regla de correspondencia esta dada por:
y=f(x)=2x+1;x c A

OBSERVACIONES :

* El dominio de una funcién es llamado

también conjunto de partida o conjunto de las

preimagenes.

* El rango de una funcién es llamado también
conjunto de llegada o conjunto de las
imagenes.

* Una funcién queda bien definida si se tiene
su dominio y su regla de correspondencia

CRITERIO PARA EL CALCULO DEL DOMINIO
Y RANGO DE UNA FUNCION REAL DE
VARIABLES REAL

El dominio de una funcién f se determina
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analizando todos los valores posibles que
pueda tomar «x» , de tal manera que f(x)
sea real salvo el caso en que el dominio sea
especificado.

El rango se determina partiendo de la
condicién dada para los X en el dominio y se
construye las cotas o valores adecuados para
y="1(x)

Pero teniendo varias formas de hallar el
rango, presentaremos las mas conocidas

* Cuando tenemos una funcién dende su
dominio no presenta rango , se despeja X"
en funcién de «y».

* Cuando tenemos un intervalo como dominio,
usamos desigualdades.

EJEMPLO 1:
Para la funcién definida por :

g(x)=2x%+3x+2 ; x € R

RESOLUCION :
Primero hacemos:

y=2x743x+2 = 2x%+3x+(2 - y)=0
Despejamos «x», asi:

e e
2(2)

Si «x» R ; ay» también e R
Pero: A>0; 9-8(2—y) 0= y>7/8
= Ry=[7/8;)

EJEMPLO 2:
Para la funcién definida por :
h(x)=x? - 4x+7 ; x € [2;3]
RESOLUCION :
y=x? - 4x+7 > y=(x-2)* +3
Como:2<x<3=0<x-2<1

S0<(x-2) <1

Més tres : 3<(x-2)° +3<4
=Ry=[3;4]
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EJEMPLO 3:

x2

x2+1

Para la funcién : f(x)=

RESOLUCION:
x? 24?52

V=g =Yy = Xy - 1)=-y
x*+1

-% 0 1 o
=>yelo;=R,=[0;1)
EJEMPLO 4 :

Hallar el dominio y el rango de la funcién :

fix)=v2+x —x2

RESOLUCION:
Calculando el dominio :

y=v2+x — x2 «y» es real si 2+x-x*20

=>x2-x-2<0 =(x-2)(x+1)<0

Luego : Domf=[-1;2]
Calculando el rango :

Luego Ranf: ¢

EJEMPLO 5:
Dada la funcion «F» cuya regla de
correspondencia es :
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F(x)= VX2 -4x+8 +1; ¥x €[1;5]

hallar su rango :

RESOLUCION:

Del dominio : 1<x <&
Restando 2 : —I<x-2<3

Al cuadrado : 0 <a? —4x+4<9
Sumando 4 : 4<a® —4x+8<13

—>2<Va’ ~dx+8<VI3
Sumando1: §<ya? - v +8+1<I3+1
Flx)

Como: y=F(x)= R, =[3:V13+1]

GRAFICA DE UNA FUNCIO)]

Una funcién real de variable real es un
conjunto de pares ordenados de nimeros
reales y, por tanto puede considerarse como
un conjunto de puntos del plano cartesiano,
los cuales constituyen la representacion
grafica de la funcion. Asi logramos ilustrar de
manera mas efectiva, el comportamiento de
la funcion, mostrando cémo cambian los
valores de f(x) cuando x varia dentro de su
dominio.

DEFINICION:
Si g es una funcién real de variable real la

grafica de g es la representacion geométrica
de todos los pares ordenados que pertenecen

ag
Graf g={(x,y)e R?/y =g(x);x e Domg}

| Dominio x
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EJEMPLO 1:
Graficar la funcion f :

f={(1;2,2;-1),(-1;0),(-2;2)}
RESOLUCION:

-2 -1 0

EJEMPLO 2 :
IR R3y="f(x)=

RESOLUCION :

Para tener una idea del grafico de f es
necesario obtener algunos pares ordenados
de f y obtener su correspondiente gréfico, y
luego unir estos puntos.

Graficar :

x|y | (Y
0 |-1|(0:-1)
1|0 |((1;0
1|0 |(-1;0
2|3 [(23)
2|3 |23

PROPIEDAD GEOMETRICA

Si cada linea paralela al eje Y corta a la curva
en un solo punto, o bien no la corta, la curva
es la grafica de una funcién. Si por el contrario,
alguna linea vertical corta a la curva en mas
de un punto, dicha curva no es la grafica de
una funcion.

TEOREMA :

Sea f:R->R

Si toda recta paralela al eje «Y» corta a la
graficade f en a lo mas un punto de gicha
grafica serd la representacion aeia
funcién
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Es funcién Noes funcion hno es funcién

YL
T
(J D‘ X x
11 es fune [ no es funcién
L corta en un punto L corta en dos puntos

FUNCION DEFINIDA POR VARIAS
REGLAS DE CORRESPONDENCIA

Sea f una funcion tal que :
. f,(x) ; x € Dom(f,)
®716,(x) ; x € Dom(f,)

Dom(f) = Dom(f;) L Dom(f,)
Rang(f) = Rang(f;) U Rang(f;)

FUNCIONES ELEMENTALES

Debido a su importancia, en esta seccion
estudiaremos algunas funciones reales de
variable real, que aparecen con frecuencia en
aplicaciones de la matematica y a la vez sirven
para ilustrar algunas propiedades particulares
de funciones. Cada una se identifica con un
nombre especial e incluso algunas tienen
simbolos ya establecidos para representarlas,
por ejemplo las barras | | son el simbolo de
la FUNCION VALOR ABSOLUTO.

1) FUNCION CONSTANTE :

La funcion constante asigna a todos los
valores reales un mismo numero. Se

representa por:  f(x)=c

en donde ¢ es un ntimero real "Grafica es
una linea recta horizontal que pasa por (05c)
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x)

A

EJEMPLOS:
) y= f(x)= 3, tiene por gréfica una recta
horizontal que pasa por (0 ;3).

(0) y=e

X

Il) y= g(x)= =2, tiene por grafica unarecta
horizontal que pasa por (0 ; -2)
) y = h(x)= 0, tiene por gréfica el eje X

TABLA DE VALORES PARA: y=3

x| |2 [-1]0]1]2 ]
y=|-] 3| 3|3[3|3]~
n ¥
e U
2 [yd
1]

543210 1234X
II)Y\ m Y

X X
0:-2)| y =2 (0:-2)

Il) FUNCION IDENTIDAD :

Es la funcion denotada por I, cuyo dominio
es R y regla de correspondencia.
I(x)=x
Surango es R y su gréfica es:
Y,

7

45°
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J tambien esta expresada por la ecuacion
= X, es decir , en todos los pares de la
elacion los valores de las variables son
guales. Se expresa

F{(x;y)y=x}
Regla de correspondencia : f(x) = x

D;=RAR; =R

Significa que : f = {...(1;1), (2;2), (3;3),...}
Il) FUNCION VALOR ABSOLUTO

| a funcién valor absoluto es aquella que
asigna un valor positivo a todo valor de su
dominio.

Se definecomo F={(x;y)/ y=|x|}

Es decir su dominio es R y regla de
correspondencia :

f(x):\x\={

X; x=0
—x; x<0

Su rango es Ry =10;+w) ysU gréfica es :
Tabla de valores :
x| |-2|-1

B
~
o

E| grafico de la funcién valor absoluto de x
esta formado por dos semirectas cuyo origen
es el punto 0, y que coinciden con las
hisectrices del primer y segundo cuadrante.

PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO :
1) Ix| >0

2)[xy| = x| Iy

3)Va? =|x|

4)|x + yl<|x|+|y|...(Desigualdad triangular)
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EJEMPLO:

Dada la funcién: =
y rango de f.

RESOLUCION:

Para que f(x) sea un nimero real, se debe
cumplir que x# 0, luego: D, : R {0}

A continuacién calculamos el rango:

, hallar el dominio

" X=X
Si x>0,1(‘)= x =0,
" x=(-x)
it x<0, fy=>—2o=2
f(x) toma sblo dos valores 0 y 2, por lo tanto:
Rp={0;2}

IV) FUNCION POTENCIAL :
Se denota por : f(x) = X", x>0, donde ne R

Cuya gréafica tiene forma distinta,
dependiendo de n

Y] n>1

. 0<n<l

n<0
X
y=x";x>0Ane R
EJEMPLOS:
Si «n» es par Si «n» es impar

V) FUNCION RAIZ CUADRADA :

La funcién raiz cuadrada tiene como regla de
correspondencia.
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f(x)=vx ;vx>0
El dominio es el conjunto de todos los
nimeros reales no negativos; El rango
también. su grafica es un arco semiparabélico,
como se muestra en la figura.

¥} 5

Jx es un numero real no negativoy cuye
cuadrado es x”

Su rango es Ry =[0;+x)
Significa que:
£= {(030),(1;1),(2:v2),(3:/3)...}

VI) FUNCION INVERSO MULTIPLICATIVO :

Es aquella funcion cuyo dominio es B — {0}y
regla de correspondencia:

=1 x#0
x
Su rango es: R - {0} y su grafica es:
x |y=at b
/3 3 e !
12 2
1 1 X
-1 -1
-2\ -2
-1/3

VIl) FUNCION ESCALAR UNITARIO :

Es una funcién denotada por: U,(x), «a» es
fijo y definida por :

1 ;six>a

0 ; six<a

f(x)=Ua(x)={

Domf=R
Rang f = {10}
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Su gréfica es la unién de dos funciones
constantes.

O X
Vill) FUNCION SIGNO :

Es una funcion denotada por san(x) se
define:

X o
—;six=0
sgn(x)=1 ||
0 ; si x=0
Equivalentemente
1;si x>0
sgn(x)=4 0;si x=0
-1; si x<0
Con : Dom f =R

Rang f = {-1;0:1}

Su grafica es la unién de tres funciones
constantes.

Tabla de valores
x| |-3|-2(-1|0|1|2
NEIEIEIAN

MAximo ENTERO ([ 1)

Antes de definir la mencionada funcién,
consideraremos algunos conceptos:

1) Cualquier nimero real x tiene la siguiente
propiedad : x esta entre dos enteros
consecutivos , es decir existen n y n+1, tal
que : n< x<n+1

)El nimero n que es el mayor entero menor

o igual a x se llama el maximo entero de x.
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NOTACION:
IxI=n, si: n<x<n+1

Asi: [2]=2, pues: 2 < 2<3
[1,5] = 1, pues: 1<1,5< 2
[0,5]=0, pues: 0< 0,5< 1
[-1,56]=-2, pues: —2< -1,5<-1
[x] = 3, pues: 3<n<4

DEFINICION : :

Se llama maximo entero de unniimero menor
«x» y se denota por [«], al mayor entere
menor o igual que el nimero real «x».
EJEMPLO 1:

Calcular [5,7] entonces hallemos el mayor
entero menor o igual que 5,7.

2 3 4 ‘@ 57
Mayor entero menor que 5,7

Entonces: [5,7] =5
EJEMPLO 2 :

RESOLUCION :
Usando la definicion

2<% 0 3 6<x-5<9

=1 <x<14=xe[11;14)
PROPIEDADES:
A)lxleZ;vxeR

B)Ixl<x<Ix]+1:VxeR
C)ix+nl=Ixl+n & nez

D)sine Z=(IxI>n e x>n+1)
E)sineZ= (Ixl<ne x<n)

FisineZ=(Ix]<n o x <n+1)
G)sineZ= ([x]=ne x2n)
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HJlnxl=[x|+[nl]+[
-

)Si:[x]=x=xeZ
IN[x]<x<[x]+LrxeR
K)[x]+[y] < [x+y];vx,ye R

0; sixeZ
LX)+ [-x]= {71 isi xe(R-2)
EJEMPLO:
Resolver : [4x] < 63
RESOLUCION:
Por propiedad

4x<63+1- 4x <645 x <16 > xe (-w;16)

IX) FUNCION MAXIMO ENTERO :

Es la funcién denotada por [ |, cuyo dominio
es R y regla de correspondencia: f(x)=[x ]

Donde [x] es el mayor entero no mayor que
X
Estoes: [x]=non<x<n+1;neZ
De aqui se deduce que:

[#]<x vxeR

[x]=x ®xecz
El rango de la funcién es Z

La funcién entera asocia a cada nimero real
X su parte entera, es decir, el entero que esta
inmediatamente a su izquierda en la recta
real.

Particionando el dominio :
=35si:-3<x<=-2
-2;si:-2<x<-1
=fsi:-1<x<0

f(x): 0;si:0<x<1
Tsit1<x<2
2; i 2<ix<3
3sii3<x<4
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Observa que todo numero cemprendido en
el intervalo [0;1[ tiene como imagen 0; a los
comprendidos en [1;2[ tienen como imagen
1, etc
EJEMPLO :
Hallar el rango y la gréfica de la funcion :
f(x)=[xI-x ;x e R
RESOLUCION :
Si x es entero : x=n
fln)=n-n=0

Sixnoesentero y n<x<n+1

f(x)=n-x con -1<f(x)=n-x<0
Por lo tanto :

a € R siysolosi f(x)= 0 v -1< f(x)< 0
Luego : Ranf =(-1;01

Su gréfica : Como

f(x) 0 ; sixeZ
X)=
n-x; si x e (n;n+1)
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FUNCIONES POLINOMIALES

) FUNCION LINEAL :

Una funcion lineal es aquella que tiene por
regla de correspondencia :
f(x)=ax ; a=0

Y,

Su dominio es el conjunto de numeros reales
y su rango también.

Su gréafica es una recta inclinada que pasa
por el origen .

EJEMPLO:

f(x)=6x es una funcién lineal con a=6. Este
tipo de funciéon es muy importante en
situaciones de la vida real: supén que un
kilogramo de naranjas cuesta 6 soles , si X es
el nimero de kilogramos comprados y f(x)
representa el costo de las naranjas, de la tabla
podemos deducir que f(x) representa el costo
de las naranjas, de la tabla podemos deducir
que f(x)= 6x.

x 2| 3| 4]|w| x
fx)|6[12|18|24]...|6x

~

b

12}y
6l-

1 X

La grafica muestra la recta que pasa por el
origen y como varia el precio.
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Il) FUNCION AFIN LINEAL :

Funcién polinomial de primer grado.
f={(x;y) /y=ax+b;a=0}
Graficamente, representa una linea recta que

corta aleje Y en by al eje X en — bla.

La funcion afin lineal puede verse como una
traslacion de la funcién lineal, su regla de
correspondencia es:

f(x)=ax+b, donde a y b son numeros reales
az0 Y,

*%;U) —s a es la pendiente
-
Domf=R X
Ranf=R

EJEMPLO 1:

Para representar graficamente la funcién
f(x)=3x — 4, primero notamos que es afin
lineal, entonces sélo necesitamos dos puntos,
puesto que su grafica es una recta.

Six=0; f(0) = 3x0 — 4 = — 4. Se obtiene el
punto (0 ; —4)

Si X = 2 ; f(2)=3x2-4=2. Se obtiene el punto
(2;2)

Finalmente trazamos la recta que pasa por
ambos puntos.

EJEMPLO 2:
Siy = f(x) es una funcion afin lineal tal que:
f(0)=-1y f(2)=3, encontrar fx)

RESOLUCION:
Como es afin lineal , es de la forma
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f(x)=ax+b y debemos determinar a y b.
£(0)=-1=> ~1=ax0+b = b=—1
f(2)=3 =3=ax2-1= a=2

Ill) FUNCION CUADRATICA :

Es la funcion cuyo dominio es R y regla de
correspondencia :

fix)=ax*+bx+c;a=0;{a;b;c}c R
Su grafica es una parabola simétrica respecto
a una recta vertical (Ilamada eje simetria)

abierta hacia arriba si a>0 y hacia abaje
si a<0

}l(x)=2x—1

Su grafica es una parabola con vértice en :
V(=bi2a; f(~bi2a))
Su regla de correspondencia

y=ax?+bx+c;a=0, es posible llevarlo a
laforma : y = a(x —h)?+ K

Donde : V=(h ; K) es el vértice de la parabola
EJEMPLO :

Dado : y=3x? - 6x+2

Transformando :

2 2
=3| x2-2; +7J=3[ 2_2 +1-1+7J
y= (x X: 3 x“-2x 3

=y=3 [(x—1)2 —%] = y=3(x-1)? -1
OBSERVACIONES :
Dado:y =ax’+ bx + ¢

Cada uno de ellos nos indica lo siguiente :

a : La orientacién de las ramas o sea la
concavidad

b : El desplazamiento del eje de la parabola
¢ : El desplazamiento del vértice

De acuerdo al discrimante (A = b? - 4ac) se
presentan los siguientes casos:

A) A >0: f(x) presenta 2 raicesreales
diferentes X, y X,
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Esdecir: f(x,)=0 y f(x;)=0
Y,

La grafica corta al eje « X» en dos puntos
que serian las raices de la ecuacion

B) A=0:f(x) presenta 2 raices reales e
iguales (x,= Xx,)
v

a>0nrA=0 a<0AA=0
{X, ; x,} raices iguales a la ecuacion, cuando
y=0
C) Si A <0 la grafica no corta al eje «X» esto
quiere decir que la ecuacién: ax? + bx + ¢ = 0
no tiene raices reales, sino raices complejas
conjugadas. Es decir: X4,X; € C A X,=X,
Note que X, , X, no son reales.

Y] v
a>0
X
X a0
EJEMPLO 1:
Graficar: y=2x2+4x+5
RESOLUCION:

Transformando : y = 2(x + 2)° -3
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Notese que y> -3 ; Rango : [-3;2>

El minimo valor que toma “y” es -3
EJEMPLO 2:

Graficar : y = -x?-2x + 3
RESOLUCION :

Transformando : y= —{x+1)? + 4

|
|
of co[ [ e ofe

Como: y<4
— Rango :(~w;4|
El maximo valor que toma R es +4
EJEMPLO 3:
Graficar :
) f,=x:-5x+6
n 9= X2 - 8x+16
) hy,= X2+ 4x+5
RESOLUCION:
1) fy= x* —5x+6 ;A=(-5)* - 4(6)=1
= Las raices son reales y diferentes
Ademas fiy= (X —3)(X — 2) = las racices sen
x=26x=3
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X

1) gy = X? —8x + 16 ; A= (- 8)? —4(16)=0
= Las raices son reales e iguales.
Ademas : g, = (x—4)*

Luego laraizes : x = 4

n

X
lhy= x?+ 4x +5 = A= 42 — 4(5)<0

= Las raices son complejas (no reales)
conjugadas
Ademas : f,=x*+4x+4+1

foo= (x +2)241

Luego las raices son: —2+1i, —2—1i
Y

X
EJEMPLO 4:
Calcular la maxima distancia vertical que se
determina en la regién limitada por la grafica
de las funciones.
fy=9-Xy g,=x-2

RESOLUCION:
Graficando Y

lz‘(94)) 2

A.h
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d,=0-2) - (2-2)=2" - z+11
Completando cuadrados

(L IV 45 45\
l—dm=—‘\z+§) +Zova( [ u2;

Funcién Distancia

Entonces la distancia maxima sera : %

unidades
Graficamente

Maximo valor—

V) FUNCION CUBICA :

Es aquella funcién cuya regla de
correspondencia es :

F(x)=ax’+ bx?+ cx +d
aqui su dominio y rango son los numeros

Reales, a su grafica se le denomina a veces
parabola cibica y si a>0 su grafica podria ser.

e N

VA e

y=a(w—x (x—x, ) y=als-x)(x-x)(x-x;)

4 VAN VI

y=a(x-x,)(>* +px+q)  y=alx-x;)’
También si reemplazamos «x» por x=bl3a
la ecuacion se transforma en : K(x*+px+q)

= f,(x)=x3+px+q de raices X, y X, con
discriminate

SHEG)




image32.png
OBSERVACIONES :

* La interseccion con el eje X , representaa
una raiz real

* Punto de tangencia implica por lo menos
dos raices reales e iguales.

FUNCION POLINOMIAL DE UNA
VARIABLE REAL

En esta seccién presentamos los aspectos
mas importantes relacionados con las
funciones polinomiales de una variable real,
empezamos definiendo que debemos
entender por una funcién polinomial de una
variable real
DEFINICION | :
Una funcién polonomial es una funcién de la
forma

fix)=ax"+a x"'+.+ax+a,
dondea,,a ;. a,, &, son nimeros reales
y n es un entero no negativo. El dominio lo
constituyen todos los nimeros reales.
De acuerdo a esta definicién, una funcion
polinomial es aquella funcién cuya regla de
correspondencia esta dada por un polinomio
en una variable. El grado de una funcion
polinomial es el grado del polinomio en una
variable.
EJEMPLO:
Determine, cuales de las funciones siguientes
son polinomiales, indicando el grado de
aquellas que lo sean
Dix)=xt+x -2  l)g(x)=8
) h(x)
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X“+2
x3-1

IV) f(x) =v/ar+ 2 V)g(x)=

RESOLUCION:

1) fes una funcién polinomial de grado 4.
ll) g es una funcion constante diferente de
cero, es una funcién polinomial de grado cero.

) h es la funcién polinomial cero, no se le
asigna grado alguno.

IV) f no es funcion polinomial
V) g no es funcion polinomial, es mas

cociente de dos polinomios, el cual se I
una funcién racional

GRAFICOS DE POLINOMIOS

Para hacer la grafica con precision de una
funcion polinomial se requieren técnicas que
van mas alla del objetivo de este capitulo.
Aceptamos que la grafica de toda funcién
polinomial es suave y continua. Por suave
queremos decir que la grafica no tiene
esquinas o cuspides y continua significa que
la grafica puede ser dibujada sin
interrupciones.

T Y‘F\\X

| X
Figura 1 Figura 2
Grdfica de una funcién Grdfica de una funcion
‘polinomial o polinomial

La figura 3 muestra la gréfica de una funcién
polinomial con cuatro intersecciones con el eje X.
Ahora obsérvese que en estas intersecciones con
el eje X la grafica debe cruzar o ser tangente al
eje X y por lo tanto entre dos intersecciones
consecutivas la grafica se encuentra por arriba o
por debajo del eje X.

Y

N\

tangente  eruza el
al gje X cje X
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Para localizar las intersecciones con el eje X
se resuelve la ecuacion f(x)=0, por ejemplo
si f(x)=(x + 2)*(x - 3) entonces :

las intersecciones con €l gje X se obtienen
de: flx) = (x+2)(x-3)=0

las cuales son -2 y 3, esto nos lleva a definir
el concepto de raiz de un polinomio.
DEFINICION I :

Sea f una funcién polinomial de e srado mayor
oigual a 1, un nimero real para el cual fx1=0
es llamado una raiz (real) de f.

Por lo tanto, las raices reales de una funcién
polinomial son las intersecciones de su
gréfica con el eje X.

Ademas si x-r es un factor de f, es decir
f(x)=(x-r)Q(x) entonces f(r)=0 y luego r es
una raiz de f. Si el factor x - r aparece mas
de una vez entonces r es llamado una raiz
multiple de f, para mas precision damos a
siguiente definicion

DEFINICION Il :

Una raiz r de una funcién polinomial f se dice
que es de multiplicidad m si

f(x)= (x —r)"g(x), donde g(r) = 0

Segln sea m = 1, 2, 3, ... se acostumbra
llamar raiz simple, doble, triple, en general
raiz de orden m veamos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1:

Sea: f(x) = (x — 1)%(x - 3)*(x - 5)

luego :

x =1 es una raiz doble de f .

X = 3 es una raiz triple de f .

x =5 es una raiz simple de f.

EJEMPLO 2:

Para la funcion polinomial f(x)=x*(x — 3).
A) Hallar sus raices reales (intersecciones con
el eje X)

B)Hallar sus intersecciones con el je Y.
C)Utilizando (A) determine los intervalos
donde la grafica de f estd por arriba o por
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abajo del eje X
D) Trazar la grafica de f.
RESOLUCION:
A) Las raices de (interseccién con el eje X)
se hallan resolviendo en R, f(x) = 0
x(x-3)=0
Luego : x = 0 es una raiz doble de f .
X = 3 es una raiz simple de f .

B) La interseccion con el eje Y es :

(0)= 02(0 - 3)=0 = f(x)=0
C) Las raices reales de f divide el eje xen
los intervalos < x<0;0<x<3;x>3
para determinar los intervalos donde la grafica
de f esta por arriba del eje X resolvemos
(x) > 0 [o por debajo del eje X , f(x)< 0 ]
Luego
f(x)= x3(x —3)> 0 & x>3
f(x)= x?(x —3)< 0 & 0< x< 3 v —@ < x<0

D) Graficamos la funcién polinomial :

Obsérvese del ejemplo anterior que la gréfica
de f cruza al eje X en x=3, la cual es una raiz
simple de f y es tangente al eje X en x=0 Ia
cual es una raiz doble de f. Esto sugiere el
siguiente resultado

1) Si x = r es una raiz real de multiplicidad
par, la gréfica es tangente al eje X en r, el
signo de f no cambia de un lado al otro de r.

2) Si x = r es una raiz real de multiplicidad
impar , la gréfica cruza al eje X, el signo de f
cambia de un lado al otro de r.

En resumen para graficar unNa
funcién polinomial :




image36.png
1) Se factoriza completamente en R .
Il) Se determinan los ceros reales de f.

+ En una raiz real de multiplicidad par ; la
grafica de f es tangente al eje X.

+En una raiz real de multiplicidad impar ; la
gréfica de f cruza al eje X.

Ill) Entre raices reales consecutivas,
determine si la gréfica de f esté por arriba o
por debajo del eje X.

IV)Teniendo en cuenta Il y lll trace la grafica
de f.

Veamos a continuacién un celerario del

algoritmo de la division el cual es llamado
frecuentemente teorema del residuo.

TEOREMA DEL RESIDUO

Sea f la funcion polinomial de grado mayor o
iguala 1, entonces el residuo de la division
de f entre x-a es igual al valor numérico de
la funcién polinomial en x=a. Es decir.
Residuo : R = f(a)
PRUEBA:
En efecto , por el algoritmo de la division de
polinomios se cumple
f(x) = (x — a)Q(x) + R ; R constante
y si en esta relacién reemplazamos x = a en
ambos miembros, entonces
fa) = (a - a)Q(a) + R
es decir : f(a)=R
EJEMPLO:
Hallar el residuo de la divisién de :
f(x)=x> + 2x? - 3x+1 entre x+1

RESOLUCION:
Por el teorema del residuo

R =f(-1)=(=1)* + 2(-1)? —=3(1)+1=5
=R=5

Una consecuencia del teorema del
residuo es el teorema del factor.
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TEOREMADEL FACTOR

Sea f una funcién polinomial de grado mayor
oigual a1, entonces x—r es un factor de f(x)
si y solo si f(r)=0, nétese que el teorema del
factor consta de dos enunciados separados:

1) Si f(r) = 0 = x —r es un factor de f(x)
1) Si x - r es un factor de f(x) = (r)= 0

Un empleo del teorema del factor es para
determinar si un polinomio tiene un fractor
particular.

EJEMPLO 1:

¢Es x + 1 un factor de f(x)=x>+x+2?
RESOLUCION:

Como x + 1 = x — (-1), r= =1, hallamos
f(—=1)=(-1)°> =1+2= 0 entonces por el teorema
del factor, x + 1 es un factor de f(x)

EJEMPLO 2 :
¢Es X + 2 un factor de f(x) = x* + x - 32
RESOLUCION:

Como X + 2 =X - (-2), -2, hallamos
f(-2)=(-2)°+(-2)-3=-1320-
Entonces por el teorema del factor x + 2 no
es un factor de f(x) = x* + x — 3.

NUMERO DE RAICES DE UNA
FUNCION POLINOMIAL

Las raices de una funcién polinomial son las
soluciones de la ecuacion f(x)= 0 . Las raices
de una funcién polinomial pueden ser reales
o complejas. Las raices reales de f son las
soluciones reales de la ecuacion f(x)= 0,
geométricamente son las intersecciones de
la grafica de f con el eje X, las raices
complejas no tienen una interpretacion
geométrica tan directa. Sin embargo , en la
mayoria de los casos, las raices de una
funcién polinomial son dificiles de encontrar,
no existen formulas sencillas disponibles

como en el caso de la ecuacién cuadrat
Aun cuando existen férmulas para hal
raices para funciones polinomiales de grado
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3 y 4 estas son complicadas y dificiles de usar,
ademas se ha demostrado que no existen
formulas generales para hallar las raices de
funciones polinomiales de grado 5 o mayor.
El primer teorema que presentamos esta
referido al nimero de raices reales que una
funcién polinomial puede tener . Al contar las
raices de una funcion polinomial, contamos
cada raiz tantas veces como sea su
multiplicidad.

TEOREMA 1 :

Toda funcion polinomial de grado n tiene a lo
mas n raices reales.

El siguiente teorema es usado para localizar
las raices reales de una funcién polinomial.

TEOREMA 2 :

Sea f una funcién polinomial, si a<b y si f(a) y
f(b) son de signos opuestos , entonces hay
al menos una raiz real de f entre a y b.

GRAFICAMENTE :

Y

EJEMPLO:

Demuestre que f(x) = x* + x - 1 tiene
exactamente una raiz real en el intervalo
[0;1]

RESOLUCION:

Como f(0)= -1 y f(1)= 1, los cuales son de
signos opuestos , entonces por el teorema
anterior , f tiene al menos una raiz real en
(0;1). La unidad de esta raiz reales
consecuencia del hecho de quees
estrictamente creciente en [0;1].
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En general no es posible garantizar cuando
una funcién polinomial tiene una raiz real, por
ejemplo f(x)=x>+1 no tiene raices reales.

El siguiente teorema establece una condicion
suficiente para que una funcién polinomial
tenga una raiz real.

TEOREMA 3 :

Toda funcién polinomial (con coeficientes
reales) de grado impar tiene al menos una
raiz real

EJEMPLO:

Demostrar que : f(x)=x>+x? -1 tiene al menos
una raiz real en el intervalo [0;1]
RESOLUCION :

Al ser f una funcién polinomial de grado § por
el teorema anterior, tiene al menos una raiz
real y como f(0)=—1, f(1)=1 se deduce del
teorema del valor intermedio que una raiz real

esta en el intervalo (0;1).

TEOREMA 4 :
Sean a y b dos numeros racionales tales

que Vb es imacional , y sea f una funcién
polinomial con coeficientes racionales. Si
a++b es una raiz de f entonces a— b
también es raiz de f.

EJEMPLO:
Hallar una funcién polinomial de menor grado
con coeficientes racionales y que tenga como
raicesa 2 y 2+./3.
RESOLUCION:
Si 2+/3 es una raiz entonces por el teorema
anterior 2 - /3 también debe de serlo y por
lo tanto puede escribirse como:

f(x)= (x - 2)(x - (2 +V3)(x - (2-3))
Efectuando operaciones :

f(x) = x* - 6x* + 9x - 2

Es la funcién polinomial buscada.
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RAICES RACIONALES DE UN POLINOMIO

TEOREMA 5 (De LAS RAICES RACIONALES)
Sea f una funcion polinomial de grado mayor
o igual a 1 de la forma :

f(x)=ax"+a, X"+ .. +ax+a

con a,#0,a,=0 con cada coeficiente

P
entero. Si q 'S0 factores comunes , es una

raiz racional de f entonces:
P es un divisor del término independiente a
q es un divisor del coeficiente principal a.

Este teorema nos dice que las posibles raices
reales de f solo pueden hallarse entre

aquellos niimeros racionales de la forma L3
q

donde p es divisor de a, y q es divisor de a,,
COROLARIO 1:

Si la funcion polinomial del teorema de las
raices racionales, tiene coeficiente principal
a, , igual a 1, entonces toda raiz racional es
un numero entero y es divisor del término
independiente a,

EJEMPLO :

Determinar las raices racionales , si existen,

RESOLUCION:

Para aplicar el teorema de las raices
racionales , los coeficientes deben ser
enteros, asi es que :

f(x)=%(6x:+29x2 — 40x+12)

y es  sufiiente  tabajar  con
6x> + 29x? — 40x+12, sus posibles raices

racionales seran de la form:
p_ divisor de a, _di

or de 12

q divisor de a; divisor de 6
41542;43;4446;412
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Es decir % solo podra tomar tres de los

siguientes valores posibles.

+1;42;43;44;46;+12; +

Al probar cada uno de ellos mediante la
division sintética vemos que las Unicas que
producen el residuo R =0 son - 6 , 112, 2/3,
en efecto.

6 29 40 |12
12 3 16 -12

6 32 (24 | 0
-6 36 24

6 — [
23 4

6 Lo

Por lo tanto : ) _Z] )
or lotanto :  f(x): 3(5)(){ 3 (xos)[x zj

Es deci: 1072 x-2 ) 0)(x-7)
RELACION ENTRE LAS RAICES Y LOS
COEFICIENTES :

Presentamos un teorema que establece la
relacién entre las raices y los coeficientes de
una funcién polinomial.

TEOREMA 6 :

Sea la funcién polinomial

P(x)=a,X" +a, X" +a, X" +a, X"+ 4ax+a,

Y Xys Xy wns X, SUS Taices , entonces:
Xy+Xg ot =]
b a

XX+ X Xg+on X Xy
(suma de los dobles
productos de las raices)

X1XpXg+XyXpX g # e #Xn 2 Xp 1 Xp
(suma de los triples
productos de las raices)

oA
XXy Xg X,  =(=D" Y
(productos de las raices) a,
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La prueba de este teorema consiste en
desarrollar la expresion :

P(x) = a,(X = X }(X = X;)...(x— X}
y comparar los coeficientes.
EJEMPLO 1:
Hallar todas las raices de :

R(x)=x® - 2x°-9x%-6x

RESOLUCION:
Segun el teorema de las raices R(x) tiene 6
raices. Podemos expresar a R(X) con el factor
comun x: R{x) = x(x® - 2x? — 9x - 6).
Calculemos a R(x) en los factores de —6 para
descubrir alguna de sus raices:
R(1)#0, R(~2)#0, R(3) % 0, R(~3) £ 0, R(6) 0
y R(-6)#0:1; -2;3;-3;6y-6no son
raices.
R(-1) = 0, R(2) = 0, entonces -1 y 2 son
raices de R(x) . Ademés, como R(0)=0 , 0 es
raiz.
Entonces : (x - (<1))=(x + 1),
(x=2) = (x-2), y (x - 0)= x son factores de
R(x).

Por divisiones sintéticas llegamos a factorizar:
R(X) = X(X + 1)(x + 1)(x — 2)(x*+ 3)
Como x2+3=[x? - (- 3)J=[x? - (+3i)?],

entonces:

r(x) = x(x + 1)2(x — 2)(x — V3i)(x +/3i)
Por tanto, las 6 raices son
0 ; —1;2;3i y —/3i. Notése que -1
es raiz doble de R(x)
EJEMPLO 2 :
Dibujar la grafica de la funcién polinémica

fx)=x* +x° +2x—4;x e R

RESOLUCION :
Entre los factoresde-4:1;-1; 2;-2;4y
-4, sélo f(1)=0 y f(-2)=0.
Entonces : (x — 1) y (X + 2) son factores de
fx)
Realicemos : (x = 1){x + 2) = (x? + x = 2}
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Por division algebraica y raices complejas:

F(x)+(X2+ X — 2)= X2+ 2=(x — /2i)(x+/2i)
Asi:

F)=(x = 1)(x + 2)(x -~ V2i)(x +42i)
Las raices reales 1 y -2 seran los ceros en la
grafica de la funcién f(x)

Nétese que ~/2i y —~/2i no son ceros en la
grafica porque no son raicess reales.

Los ceros en la grafica nos nermite afirmar
que f(x) corta al eje X en los valores 1 y -2

Por Ultimo , hacemos una tabla de valores
antes y después de cada cero en la grafica
x|-3|-2|-1|0|1| 2
y|4| 0| -6|4|0|24

EJEMPLO 3:
Graficar la funcién polinémica :
g(x)=x" —15x — 16x=x(x" — 15x*> -16)

RESOLUCION :

Como g(0)=0, entonces x=0 es raiz de g(x)

Entre los factoresde =16 : 1; -1;2;-2;

-4 8;-8 ;16 ; 16 encontramos que :

g(4)= 0=g(- 4);

Entonces, (x — 4) y (x + 4) son factores de

g(x).

Realicemos el producto : x(x—4)(x+4)= x*-16x

Como x*+1=x"- (i)’=(x — i)(x+i), factoricemos
a(x) = x(x — 4)(x + 4)(x — i)(x + i)

Las raices reales: Xx=0;x=4 y x=—-4son
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los ceros en la grafica de g(x), y la grafica de
g(x) corta al eje X en g(0) ; g(4) y g(- 4)
Hacemos una tabla de valores entre las
raices:

© [45
(a6 | 406 0 [ 174 210|120 [0[ 30 | “120] 210|174 01170
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TECNICAS DE GRAFICACION

Uno de los métodos para determinar la grafica
de una funcién consiste en calcular
laboriosamente sus pares ordenados y
representar una gran cantidad de ellos por
puntos sobre el plano y unirlos por medio de
una curva suave. Este método produce
muchas veces una gréfica imprecisa e
incompleta, por eso, en esta seccién, nuestro
objetivo sera desarrollar técnicas y conceptos
que nos permitan trazar la gréafica de una
funcion en forma mas precisa, completa y
rapida, mejorando el método de unir puntos,
al cual recurriremos s6lo como apoyo a las
técnicas que estudiaremos

l) PROCEDIMIENTO BASICO :
Para empezar , sugerimos estas pautas

) Determina los puntos en los que la gréfica
interseca a los ejes coordenados , de este
modo: la interseccion con el eje X se logra
haciendo y=0, y para el eje Y, haciendo x=0.

Il) Averigua si la funcién es simétrica,
procediendo asi :

+ Si la funcién no se altera al sustituir x por
-X, dicha grafica seré simétrica respecto al
eje Y.
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* Si la funcion no se altera al sustituir y por
-y, dicha gréfica sera simétrica respecto al
cje X.

+ Si la funcién no varia al sustituir X por —x, e
y por -y, dicha grafica es simétrica con
respecto al origen.

Ill) Determina el dominio y rango de la funcion
para luego tabular algunos valores
particulares y ubicarlos en un plano
cartesiano.

V) Finalmente bastara con unir dichos puntos
para obtener la grafica de la funcién.

EJEMPLO:

1) Para graficar la funcién f(x)=x’2x+2

A) Buscamos los puntos que intersecan a los
ejes coordenados:

x=0 = y = 024 2(0)+ 2= y=2

De acuerdo con este paso, la grafica corta al
eje Y en el punto cuyas coordenadas son:
(0;2)

by=0 = 0 = x2+ 2x + 2 = 0=(x+ 1)2+1
Dado que esta ecuacion no tiene solucion real

para X, diremos que la grafica no interseca al
eje X.

B) No es simétrica con respecto a ninguin eje
ni respecto al origen.
C)f(x)=x2+2x+2=>Df: R

y=x2+2x+ 1+ 1=y = (x + 1241 .
y—1=(x+ 1220 y-120= y 21 RE[1;e]
D) Finalmente unimos los puntos:
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Il) DESPLAZAMIENTOS VERTICALES :

1) La grafica de g(x) = f(x) + k ;k > 0, se
obtiene desplazando verticalmente hacia
arriba la grafica de y = f(x) en k unidades.

Y
/ﬂx)+k

) La grafica de g(x) = f(x) - k , k > 0 se
obtiene desplazando verticalmente hacia
abajo la grafica de y= f(x) en k unidades.

Es decir :
DESPLAZAMIENTOS VERTICALES
(e>0)
Para oblener Se desplaza la

las grificas de: | grdfica de y = f(x)
y=flx)-c ¢ unidades hacia abajo
y=flx)+c ¢ unidades hacia arriba

EJEMPLOS:
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1ll) DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES

1) La gréfica de g(x) = f(x = h), h > 0, se
obtiene desplazando horizontalmente a la
derecha la grafica de y = f(x) en h unidades.

V' fl-h)
[«

1l) La grafica de g(x) = f(x + h),X>%
obtiene desplazando horizontaimente a ia
izquierda la grafica de y = f(x) en h unidades.

)

flx+ h)

Es decir:
DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES (c >0)

Para obtener Se desplaza la
grifica de y= f(x)

¢ unidades hacia la derecha

¢ unidades hacia la izquierda

EJEMPLOS :

Apartir de la grafica de y = X?, trazar la grafica
de y=(x-4)?y de y=(x + 2). Aplicando las
reglas para desplazamientos horizontales,

obtenemos las graficas, todas en el mismo
sistema de coordenadas.
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FOR DOBLE DESFLAZAMIENTO:
También se pueden realizar desplazamientos
combinados; es decir, uno vertical seguido de
otro horizontal, o viceversa , aplicando las
reglas dadas, como se vera en el siguiente
EJEMPLO:
Siendo h y k positivos, se presentan los
siguientes casos :
g(x) =f(x-h) + k g(x)=f(x-h) -k
g(x)=f(x+h)+k g(x) =f(x + h) =k
EJEMPLO 1:
La gréfica de g(x)= f(x — h) + K se obtiene
desplazando horizontalmente a la derecha h
unidades y verticalmente hacia arriba k
unidades la grafica de f(x).

¥

EJEMPLO 2:

A partir de la grafica de y = |x|, trazar la grafica
dey = |x — 3| + 2. En este caso, aplicamos
simultaneamente las dos reglas, porque hay
un desplazamiento horizontal (tres unidades
a la derecha) y un desplazamiento vertical
(dos unidades hacia arriba).

¥

x o123 x

EJEMPLO 3 :

En la figura se muestra la grafica de una
funcién f con dominio 0 < X < 4 . trazar las
gréficas de las siguientes funciones.
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a)y=f(x+2)
b)y=f(x)+2
c)y=f(x)-2
dy=f(x-3)+1

RESOLUCION:

a) Para graficar y = f(x + 2) es suficiente hacer
un desplazamiento horizontal hacia la
izquierda de 2 unidades.

b)Para y = f(x) + 2 se haceun
desplazamiento vertical hacia harriba de 2
unidades.

c)Para y = f(x) - 2 se hace un
desplazamiento hacia abajo de 2 unidades.

d)Para y = f(x -1)+ 1 hacemos un
desplazamiento horizontal hacia la derecha
de 3 unidades y otro hacia arriba de 1 unidad.

y="l;‘(x)72 y=fx-3)+1 X

IV) REFLEXIONES :

) La grafica de g(x) = - f(x) se obtiene por
reflexion de la gréfica de y=f(x) respecto al
€jeX, comportandose este eje como un
espejo. ¥
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l) La grafica de g(x) = f(~x) se obtiene por
reflexion de la grafica de y=f(x) respecto al
ejeY, comportandose este eje como un
espejo. ¥

V) DILATACION O CONTRACCION DE y=f(x)
CASO1: y=af(x),a>0

Si a>1, la grafica de y=af(x) es la dilatacion
(expansion) vertical de la grafica de y = f(x)

Si0 < ac<1, lagrafica de y = af(x) es el
encogimiento (contraccién) vertical de la
gréfica de y = f(x)

Y

y=flx)

:Um
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CASO2: y=flax);a>0

Sia>1 la grafica de y=f(ax) es la grafica de
y=f(x)
Y y/=f(ax) a=2>1

y=f(x)
s
Y, y=flax) y=f(x) a=2

or2 r s2 s X

Si 0 < a< 1 la grafica de y = f(ax) es la
dilatacién (expansion) horizontal de la grafica
dey = f(x)

Y, y=ftx) a=1/2<1

De la figura

y=f(x), r<x<s o y=f(ax),

r S
r<ax<s o —<x<—
a a
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EJEMPLOS

RECUERDE:
Funcion Procedimiento
| Alargaccomprime la grifica de
I=hE@1k> 0\ o i fuctor b, verticalments.
_ “Alarga o comprime la gréfica de |
SR B P
o Tefijala grific de o respecto al
e X

et Refleja la grifioa de f;respecto al
oY

EJEMPLO:

R L EE S E O B LT
Con respecto a la grafica de la funcién

y = f(x), la grafica de la funcién y = f(2x) se
contrae (comprime) hacia el eje Y.
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Con respecto a la grafica de la funcion

y = f(x), la grafica de la funcion y=f(%x)
se estira (expande) a partir del eje Y.
VI) GRAFICA DEL VALOR ABSOLUTO DE f(x)
f(x) ;f(x)20
"(")‘={4(x); 1(x)<0
CASO1:y =|[f(x)|
Como y = [f(x)|;¥'x e Domf , su grafica

estara totalmente en el semiplano superior o
sobre el eje Y; y > 0.

Asi para obtener la gréfica de y = [f{X)] a partir
de y = f(x) se procede de la siguiente manera:
1) Se mantienen la parte de la grafica de f
que esta sobre el eje Y o en el eje Y

II) Se refleja, respecto al eje X, Ia parte de la
gréfica de f que esta debajo del eje Y

Y

y=lft)

0| X

h y=ftx)

CASO2:y=f(x])

Si x20A x e Domf entonces:
HIx))=H(1-x])=f(x)

i x <0 x e Domf entonces X < [X] y en
general f(x) = f(Ix) o no existe f(|x|).

Asi la grafica de y = f(|x]) se obtiene de la
siguiente manera

1) Six>0y xeDomf,lagraficade y=f(|x|)
es exactamente la grafica de y = f(x) para
este caso.

1) Si x<0 y |x|eDomf , Ia grafica de
y = f(Ix]) es la reflexién de la gréfica el caso
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1), respecto al eje Y .

Es decir la grafica de y = f(|x|) es simétrica
respecto al eje Y

Y}
y=fas) y=flx)

-b b X
EJEMPLOS:
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EJERCICIO 1:
Graficar :
RESOLUCION:

Primero graficamos y=(1-x)? tomando como
punto de partida la grafica de y=(x+1)’=f(x),
estamos en el caso 2 pues

y={(1-XP=1{-x)=g,(x).

¥
y=My=ﬂ/~)=uxﬁ= 909
= o 1 X

Luego graficamos y=—(1-x)?, estamos en el
caso I
Y

—x)? a partir de y = (x+1)*

y=(1-x)Zg &)

0 X
y=—(1-9)=,(%)

EJERCICIO 2:

Hallar la grafica de y=- (|x] - 1)
RESOLUCION:

Inicialmente si la grafica de y = x?
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En seguida la grafica de :
y=(Ix=1)": y=(x-1)°

Finalmente se tiene la gréfica de :
y=={Ix|-1)*

y=—(kl-1)°

VIl) ASINTOTAS :

Las asintotas son rectas de referencia que,
cuando existen, facilitan el trazado de la
grafica de una funcién porque permiten
visualizar el comportamiento de la funcion en
la regién cercana a estas rectas. Su estudio
formal corresponde al célculo diferencial, pero
por ahora consideramos una versién no
rigurosa del concepto, a fin de ampliar las
técnicas de graficacion estudiadas.

asintota horizontal
1

f

asintota vertical

(
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Aqui vemos la representacion grafica de una
funcién f, que nos va a ayudar a entender las
3 clases de asintotas que puede haber.

En la zona izquierda de la grafica, vemos que
la distancia de f a la recta r va disminuyendo,
a medida que nos alejamos hacia la izquierda:
d1, d2, d3.

En la zona del centro de la grafica, vemos
que la distancia de f a la recta t va
disminuyendo, a medida que nos alejamos
hacia abajo: d4, d5, d6.

En la zona derecha de la gréfica, vemos que
la distancia de f a la recta s va disminuyendo,

a medida que nos alejamos hacia la arriba y
a la derecha: d7, d8, d9.

Entonces a medida que nos alejamos, en el
sentido de las x o de las y, esto es, si
aumentan las absisas o las ordenadas, en
valor absoluto, la distancia entre la funcion y
la asintota disminuye tanto como se quiera;
diremos que se acerca a cero.

ASINTOTA VERTICAL :

Es una recta paralela al eje Y, a la cual se
acerca progresivamente la grafica de la
funcién, pero sin llegar a tocarla. Se determina
en forma practica, igualando a cero el
denominador de una funcién racional del tipo

P(x) .
Qx)’

polinémicas. Su expresion se reduce a la
forma x = K, siendo k un nlmero real.

f(x)= donde P(x) y q(x) son funciones

EJEMPLO:

Para encontrar las asintonas verticales en
X

f(x) ~a igualamos a cero al

denominador: x’- 4 = 0 de donde

obtenemos x = 2; x = -2 que son las asintonas
verticales.

Con una calculadora, analizamos el
comportamiento de la funcién delas
cercanias de 2 y -2, Iuego trazamos la grafica.
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ASINTOTA HORIZONTAL :

Es una recta paralela al eje X , a la cual se
acerca progesivamente la arafica de la
funcién, pero sin llegar a tocaria. para
determinarla, en caso que exista , basta con
despejar la variable x e igualar a cero el
denominador de la expresion que se obtiene.
Su expresion general es de laformay = h,
siendo h un numero real

EJEMPLO:

Determinar las asintotas horizontales y la
o . x+1
rafica de la funcién : y=

g y X2

Despejamos x

y(x-2)=x+1
Syx-2y=x+1

142)

SyX-Xx=2y+ 1= x:ﬁ
Igualando a cero el denominador
y-1=0 , y=1,estaesaasintota horizontal
. La gréfica se determina calculando valores
de la funcién y marcando los puntos
correspondientes.

Nétese que x=2 también es asintota, pero
vertical, y también ayuda a trazar la grafica.
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Dados dos conjuntos no vacios A y B
llamaremos funcién de A en B al conjunto de
pares ordenados (x; y) tales que a cada

x€eA, le corresponde un Unico yeB.

Es decir toda relacion entre dos conjuntos no
vacios A y B, que verifique:

I) Todo elemento de A esta relacionado con
alguno del conjunto B.

Il) Cada elemento de A esta relacionado con
un Unico elemento de B.

Se llama funcién de A en B. Formalmente:

f = AxB esuna funcién de A en B, si y sélo

vVxeA,7lyeB/(x;y)ef

EJEMPLOS:
]
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f={(1:p).(29),(8r)} ...«es una
funciény»

1))

£={(a;1),(6:2),(¢:2),(d:4)} ...« es una
funcion»
m A

«h» no es funcién pues no cumple con la
condicién de la definicion :

«...le asocia un Unico elemento...»
(8 se asocia con 2 y con 3)

V)4 B

«p» no es funcién pues no cumple con la
condicion de la definicion:

«...a todo elemento del conjunto A...»
(«a» no se asocia con algin elemento de B)

NOTA :

Toda funcién es una relacion, pero no toda
relacion es una funcion

NOTACION:
La funcion fde A en B se denota por :




