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N es multiplode 3 6 N es miltiplo de 5
ll) El ceroes miltiplo de todo médulo

0 es multiplo de 5 porque: 0 = 5 (0)

0 es mdltiplo de n porque: 0 = n (0)

donde ne Z*

DIVISOR :

Ndmero contenido en otro , una cantidad
exacta de veces.

MULTIPLO :

Es el ndmero que contiene al ofro, un
nimero exacto de veces.

EJEMPLO :

* 40 |5 40es divisible
0 8 => entre 5§

* 48 |6 48 es divisible
0 8 => entre 6

OBSERVACION :

Si «A» es divisible entre «B» también se
puede decir que:

= *«A» es mlltiplo de «B»
*«B» es un factor de «A»
* «B» es médulo de «A»
* «B» es divisor de «A»

Al decir que los términos miltiplo y divisor
son correlativos, se quiere expresar que
donde quiera que consideremos un
multiplo habra que considerar un divisory

viceversa. 28 |4
[ o s

EJEMPLO :

CONJUNTO DE DIVISORES DE UN
NUMERO:

Para hallar los divisores de un nilimero es
suficiente encontrar todos los productos
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equivalentes a dicho numero.
POR EJEMPLO :
* Divisores de 12.

12=1x%12
12=2x%6
12=3x%x4

Divisores de 12 : {1; 2; 3; 4; 6; 12}
* Divisores de 36

36=1x36
36=2x18
36=3x12
36=4x9
36=6x6

Divisores de 36 : {1; 2; 3;4; 6; 9; 12; 18; 36}
NOTAS:

El conjunto de divisores de un nimero
distinto de cero es finito.

Una caracteristica de la matematica es el
lenguaje simbélico, lo cual permite resumir
considerablemente lo que textualmente
seria poco dificil de entender. Y en este
caso también dicho simbolismo nos presta
gran ayuda, sobre todo en la multiplicidad

para la cual se tiene una notacién, Si A es
o
multiplo de B lo denotariamos asi: A=B

EJEMPLOS :

«20=5(4) =20= 5620=4

. —18=3(—6)=6(—3):>—18=:n$6 _18=6
* 5a+7b= g+7b=5a+; donde ay b son z"

. SiN=§entoncesN=8k,k €Z

*A=7=7+14=7-21=7 +7n, n€Z
NOTA :

* A es divisible entre B<>A es mliltiplo de
B.

* Todo divisor de un nimero, es un factor
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de dicho nlimero.

Si un nimero estero A es multiplo o divisible
entre otro entero positivo B se denota:

o o
A=B| 6 |[A=B| 6 |[A=kB
EJEMPLOS :
I) Indique en forma explicita los divisores
positivos de 12 y -25
©12: 1;2;3;4;6;12 ¢—25:1;5;25

divisores divisores

* Se observa que un nimero es multiplo o
divisible de cada uno de sus divisores
positivos.

Il) Indique en forma explicita los muiltiplos
de7 y M.

. ; e{.s—21;,—14,-7;0;7; 14; 21;..}
.

¢« 11 e{...;—33;—22;—11; 0; 11; 22; 33; ...)

Hasta el momento, sélo hemos visto los
mdultiplos de un médulo , sin embargo
también se tiene nlimeros que no son
mdltiplos de alglin médulo. Y esto sucede
porque no se estd cumpliendo la
definicién, es decir la divisién resulta
inexacta, y de esta se tiene dos tipos.
EJEMPLOS:

68 no es divisible entre 7, porque al dividir
68 entre 7 la divisién es inexacta,
efectuandola por:

Defecto Exceso
687 68 |7
5 9 2 10
* Por el algoritmo de la divisién:
68=7(9) +5 68 =7(10)-2

* Usando la notacién de la multiplicidad,
para trabajar sélo con el médulo,

obtenemos:
o

o
68=7+5 68=7—2
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NUMEROS NODIVISIBLES

Siun nimero entero Aal dividirlo entre el
nimero entero positivo B , la divisién
resulta inexacta, se afirma que A no es
divisible entre B . por ser inexacta la division
puede ser de dos tipos.

POR DEFECTO POR EXCESO

A |B A|B

L q r. g+
0 0

Donde A=B + rg=B-r, ¥ se cumple

rg+r, =B
* Si un nimero no es mdltiplo de un
médulo, se puede expresar dicho ndmero
respecto a este médulo por defecto o por
exceso.

EJEMPLOS :

* 63 =10x6+3 * 83=10x7—7

o o
=63= 10 +3 =63= 10 —7
Ademas: o o
4+ SiiN= 21 +11=>N= 21 —10

0 0

4 SiiM= 10 —6>M= 10 +4
APLICACIONES

.(‘,Cuéntos mlltiplos de 17 hay entre 27
y 1127
RPTA: 5

@3)Escriba los multiplos de 18 que sean
mayores que 50 y menores que 130. De
ellos, ¢cuanto suman los dos mayores?

RPTA : 234
.Dado el conjunto:

K=1{2:4;6; 8; 10; 12; 14; 16}.
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¢, Cuéntos elementos de K son muiltiplos de
3?
RPTA: 2

.En cada ( ) colocar V (Verdadero) o
F(Falso), segun corresponda.
1) 32 es divisorde 8 ............ ()
I1) 28 tiene dos divisores impares ...( )
Ill) Los divisores de 16 suman 32...( )
¢, Cudl es verdadera?

RPTA: SOLOI

. Dados los conjuntos:
M = {9; 20; 24; 36; 39; 42; 48}
N = {7; 14; 24; 48; 50}
Calcular la suma de los elementos de
(M ~ N) que sean mdltiplos de 3 y 4 a la
vez.
RPTA: 72

OBSERVACION :

En situaciones concretas nos encontraremos
con numeros que son o no multiplos dealgun
modulo y sera necesario operar y trabajar
con ellos para esto necesitamos algunas
«herramientas» que nos permiten dar
respuestas a la situacion planteada. Esta
necesidad nos lleva a conocer algunos
principios de la divisibilidad.

PRINCIPIOS DE LA
DIVISIBILIDAD

I) La adicién y sustracciéon de mdltiplos de
un mismo ndmero siempre es igual a un
mdltiplo del mismo nlmero.

EJEMPLOS :
33 +22=155 ; 38-22=11

0 0 0 0 0 0
"mM+1=11;1- 1 =1mn1
o 0 o o 0 0
n+n=n h—Nn=n

2) La multiplicacién de un mdiltiplo de «n»
por un entero, da como producto un multiplo
de «n».
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EJEMPLOS ©
12X5=60 EN GENERAL:

6x5 6 N nasz
nxa_
3- \—nxaan
kez* ] o

(n +a)( n +b)(n+c)=n+abc

3) La potencia de un mdltiplo resulta otro
mdltiplo del mismo nimero.

. 0
EJEMPLOS : 15=3

0
15°=225=75x3=3

o o
= (n)k=n ;keZ+

4) Si un nimero es mlltiplo entre cierto
médulo, es  mudltiplo con cada divisor del
médulo.

EJEMPLOS: 15: 1:3: 5: 15
’ ’ ’
divisores

Entonces:
0 0 0 0
15=1; 15=3;15=5 y 15=15
5) Si un ndmero es mdltiplo con varios

médulos, entonces es mililtiplo del MCM
de dichos moédulos

EJEMPLO1:
Sea: A=6 o
o A=MCM(6;5;8)
A=5,= .
acg|  x=120
EN GENERAL:

Si:
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EJEMPLO 2:

o
N=9+3 o

o =MCOMO-2:-10%
Neb+a |, N=NMCM(8;8;10) +3
0

N=10+3| N=1360 +3

EN GENERAL :

DIVISIBILIDAD APLICADA AL
BINOMIO DE NEWTON

Empecemos mostrando algunos ejemplos

Sea: R

17=7+3

—17*=(7+3) ke Z*

Ahora demos valores a “k™:

(7+3)2=(7 +3)(7 +3)=7 +3x 3=7 +3?

De igual modo: (;+3)3 =7+33

Como: (7O+3)"=7O+3k ikez?t

EN GENER%L: .
(n+r)f=n+r¥; ke z*

ahora un ejemplo con sustraccion:
(9-2P=(9-2) (9-2)=9+22

(9-2)°=(9—-2) (9—2)(9—2)=9-2°
EN GENERAL:

o o
) (n—r)P=n—rP; si"p"esimpar

o o
IN(n—rP=n+rP; si"p" espar
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MAS EJEMPLOS:
(13 +1)2°8 =13 +1293=13 +1

(2-1)0=2+410=2+
(7-5)3=7-5'3; (1993+2)2=1993+4
PRINCIPIO DE ARQUIMEDES

Si el producto de dos nlimeros enteros es
mdltiplo de cierto médulo n y uno de los
nimeros no es multiplo de algin divisor
del médulo n (aparte de la unidad),
entonces el otrontmero debe ser miiltiplo
de dicho médulo n.

Empecemos mostrando algunos ejemplos
I) Dado: 3a=7

Luegocomo 3aes 70 entonces debe tener
factor 7 ,como 3 no tiene factor, por lo

°
tanto “a” lo tiene, es decir: =7

Il) Dado: 12b =15

Luego Podemos afirmar que 12b por ser
multiplo de 15, debe tener factor 15, y 12
no tiene factor 15. Sin embargo, 12y 15
comparte un factor que es 3, por lo que
para que 12b sea multiplo de 15 sélo le

falta el factor 5. Por lo tanto b es 50 . Esto

también podemos analizar
algebraicamente, veamos:
12b=15

= 12b=15k ... (k € Z)
~ 4b=5k—>4b=5->b=5

Resumiendo asi: como 12b= 1%, donde
12 y 15 tiene como factor comun a 3,
podemos simplificar sin ningn problema,

asl: o B
JZb:gé:>4b=5
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De donde concluimos finalmente que
b=5

MAS EJEMPLOS:

42n=12 = 7n=2 = n=2

17m=3c21 = m=20
EN GENERAL:

o
si: A x B=n
| M

Donde “A” y “n” no tiene divisores
o
encomun, entonces: B = n

EJEMPLOS:

o o

Si: 3xN=7 = N=7
Si: 8xM= 12:>2><M 3:>M 3

Si: 5P =11+10 P-g+%:>p-1o1+z

Si: 7xA=13-7 —>A=13-1

Forma practica:
7 xA= 13 7

+7 7
(* _13 1’>

Si 2xB=3+1 = 2B=3-2 = B=3-1
Si4><C=7+1 = 4C=7+8 :>C=7+2
Si 5xD=12+41 = 5D=12+25 — D =12+45




image13.png
AFPLICACIONES

@3) Si al residuo que se obtiene al dividir

926° entre 7 se le suma cinco, ¢ cuanto
se obtiene?
RPTA: 6

@Hallar el residuo que se obtiene al

dividir 235% entre 9.
RPTA:1

©@3); Cuanto le falta al residuo de 14 098?

entre 8, para que sea 327
RPTA :28

.EI ndmero de lapiceros que compré
no es mayor que 257 ni menor que 138
Si los agrupo de 6 en 6 me sobran 3;si
los agrupo de 7 en 7 me sobran 2, pero si
los agrupo de § en 5 me faltaria 1.
¢, Cuantos lapiceros compré?

RPTA: 219

@3)E! numero de hojas del libro que

compré esta comprendido entre 210 y
245. Si se cuentan de 13 en 13 sobran 6,
de 17 en 17 sobran 2. ;Cuantas hojas
tiene el libro?

RPTA:240
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CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD

Son un conjunto de procedimientos que
se aplican a las cifras de un numeral para
verificar la divisibilidad entre un ndmero o
para calcular el residuo de una division sin
efectuarla.

Los matématicos, algunas veces por el
procedimiento realizado antes y otras veces
por procedimientos mas complicados, han
obtenido las reglas de divisibilidad.

Las vamos a conocer enseguida :

PRINCIPALES CRITERIOS :
) DIVISIBILIDAD POR 2 :

Un ndmero es divisible por 2 o es miiltiplo
de 2 cuando termina en cifra par.

—0

o |2
abcde=2 = e=[—4
.6

L .8

EJEMPLOS : . .

567328=2 Porque 8= 2

*16 es divisible por 2, porque termina
en cifra par (16+2=8 )

* 60 es divisible por 2, porque termina en 0
(60+2=30 )

Il) DIVISIBILIDAD POR 4 :

Un nilmero es divisible por 4 cuando sus 2
dltimas cifras forman un mdltiplo de 4;

también si el doble de la pendltima mas la
. 0
dltima resulta un 4 .

Si: M .
" ..abc=4 = 2btc=4 6

bc={00; 04; ...;96}
NOTA :

Un ndmero es divisible por 4 o por 25
cuando sus dos Ultimas cifras son ceros o
forman un multiplo de 4 6 25

* El nimero 316 es divisible por 4, porque
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SUs dos ullimos cifras {16) Torman un
mdltiplo de 4.

316+4=79
* El nimero 825 es divisible por 25, porque
sus dos ultimas cifras (25) forman un
mdltiplo de 25. Veamos:

826+25=33
lIl) DIVISIBILIDAD POR 8:
Un nimero es divisible por 8 cuando
sus tres ultimas cifras son ceros o forman
un ndmero multiplo de 8, también cuando
el cudduple de la antependltima cifra mas
el doble de la pendltima , mas la ultima

. e 0
cifra resulta un multiplo de g .

o
....abcd=8 =

bed={000; 008; 016;..;992}
0
También cuando: 4b+2c+d=8
EJEMPLO :
0 0

3144=8 Pues:4x1+2x4+1x4=16=8
NOTA :

Un numero es divisible por 8 6 por 125
cuando sus tres Ultimas cifras son ceros o

forman un multiplo de 8 o de 125
EJEMPLOS :
* El nimero 65 000 es divisible por 8 y por
125 , porque termina en tres ceros.
Comprobemos:
65 000+ 8 = 8125 ; 56 000+125 = 520
* El nimero 3 984 es divisible por 8, porque
lo es el nimero formado por las tres
dltimas cifras:

984+8 =123 ; 3984+8 = 498
* El nimero 7 250 es divisible por 125 ,

porque sus tres Ultimas cifras forman
multiplo de 125.

Si:
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Comprobemos : 7 250+125 = 58
IV) DIVISIBILIDAD POR 3 :

Un ndmero es divisible por 3 si la suma de

sus cifras es un multiplo de 3.
0 0

Si: abcde=3 = at+b+c+d+e=3

EJEMPLO : !
543621=3 .

Pues 5+4+3+6+2+1=21=3

NOTA :

Un ndmero es divisible por 3 cuando la
suma de los valores absolutos de sus cifras
es 3 o multiplo de 3.

Conviene que recuerde que en una cantidad
cada cifra tiene dos valores (valor absoluto
y valor relativo). Valor absoluto es el que
representa dicha cifra, el valor relativo
depende del lugar que ocupa.

En el nimero 888

El valor absoluto de cada cifra es el que
representa : 8.

- El valor relativo depende del lugar que
ocupa.

Asi: el primer 8 de la derecha vale 8
unidades, el segundo 8 vale 8 decenas vy
el tercer 8 vale 8 centenas.

El nimero 489 es divisible por 3, porque
la suma de los valores absolutos de sus
cifras es multiplo de 3. Veamos:

4+8+9=21;(21:3=7) 6 489+ 3 =163
V) DIVISIBILIDAD POR 9:

Un ndmero es divisible por 9 cuando la
suma de cifras es un mdltiplode 9 .

Si: 0 0

abcdf=9 — atb+c+d+c+=9

EJEMPLOS :
0

0
1863 =9 Pues 1+8+6+3=18=9
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" oea el numero 292 :

Suma del valor absoluto de sus cifras :
2+5+2=9

Luego, 252 es divisible por 9 ; comprobemos

1 25249 =28

* Sea el nimero 13 914

Suma de sus cifras:

1+3+9+1+4= 18 — Es miiltiplo de 9.

Luego, 13 914 es divisible por 9.

V1) DIVISIBILIDAD POR 6 :
Un ndmero es divisible por 6 cuando es
divisible por 2y 3 ala vez.

EJEMPLOS :
0
2....(Uttima cifra par)

24-6<, 0

3. (Suma de cifras 6= 3)

* El nimero 624 es divisible por 6, porque
dicho nimero es divisible por 2 y por 3.

* 624 es divisible por 2 porque termina en
cifra par

* 624 es divisible por 3 porque la suma de
sus cifras (6+2+4 =12) es multiplo de

Como se podréa observar 624 es divisible
por 2 y por 3, entonces : 624 es divisible por
6.
VII) DIVISIBILIDAD POR 5 :
Un ndimero es divisible por 5 cuando la cifra
de la unidad es cero0 5 .
Si: 0

..abc=6=¢c=065
EJEMPLOS : o

356785=5
* El nimero 65 es divisible por 5 , porque
termina en 5 ; (65+ 5 = 13)
* El nimero 80 es divisible por 5, porque
termina en 0 ; (80+ 5 = 16)
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VIIl) DIVISIBILIDAD POR 25:

Un ndimero es divisible por 25 cuando sus
2 dltimas cifras forman un mdltiplo de 25.

Si:

0o __
...abc =25 = cd ={00; 25;50; 75}
EJEMPLO:

54325 =25

* El nimero 2600 es divisible por 25, porque
sus dos Ultimas cifras son dos ceros.

EJERCICIO :
Determinar la suma de valores de «b»,

351b5 si es divisible por 25.
RESOLUCION :

— 0 — 0
Si: 3515 =25 ->b5=25 de donde:
b=2 6b=7
La suma devalores:2 +7 = 9

IX) DIVISIBILIDAD POR 125:

Un ndmero es divisible por 125 cuando
sus 3 Ultimas cifras formen un ndmero
mdltiplo de 125

Si: _abcd= 125 =bcd= 0000125
EJEMPLO.
8178375 =1 25

X) DIVISIBILIDAD POR 7 :

Un nilmero sera divisible por 7 cuando se
le aplique la siguiente regla de derecha a
izquierda y cifra por cifra se multiplique por
los siguientes factores.

1;3; 2;-1;-3; -2; 1; 3; 2; 1;.......
Luego de realizar el producto se efectua

. ) .
la suma y siel resultado es 7, el nimero
sera efectivamente muiltiplo de 7.
Si: a bcd
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v
=>h+3g+2f—(e+3d+2c)+b+3a=7

Cuando al nimero dado se le separa en
grupos de tres en tres, empezando de
derecha a izquierda, y el ultimo grupo tiene
uno o dos cifras a los que le faltan se les
completara con ceros.

EJEMPL01

10213 = 7 Pues—3-0+4+3+3=7= 7
EJEMPLO 2:

¢, Es 626 934 divisible por 77

Veamos:

6 2 6 93 4

EENE

-2 -3-1 2 31
-12 -6 -6 +18 +9 +4

Sumando los enteros obtenidos:
—12-6-6+18+9+4 =7
Luego, 626 934 es divisible por 7.
OTRA FORMA DE HALLAR LA DIVISIBILIDAD POR 7
Dado un ndmero se separa la primera cifra
de la derecha y se resta a lo que queda a la
izquierda, el doble de la cifra que se ha
separado y asfi sucesivamente ; si el
resultado que queda al final es mdiltiplo de
7, entonces el ndmero es mdltiplo de 7.

EJEMPLO :

5964

T —2x4=8
-

596 -

25
L —2x8=16

£

58 -

_16

42
—> (42 es mudltiplo de 7, porque 42+7 = 6)
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XI) DIVISIBILIDAD POR 11:

Un nlmero es divisible por 11 cuando la
suma de sus cifras de orden impar menos
la suma de las cifras de orden par, resulte
multiplo de 11.

. 0 []
Si: abcd=11=b+d-a-c=11

EJEMPLOS : o

1001 = 11
* ¢ Es 9873 226 divisible por 11?

4+ Sumemos primero las cifras de orden
impar a partir de la cifra de las unidades:

6+2+7+9 =24..(1)

+ Sumemos luego las cifras de orden par
a partir de las decenas:

2+3+8 = 13..(I)
4+ Restamos ahora (1) - (ll): 24 -13=11
+ Luego, 9873226 es divisible por 11

* Veamos si el nimero 19 316 es divisible
por 11.

- Suma de las cifras de lugar par: 1+9=10
Suma de las cifras de lugar impar: 6 + 3 + 1
=10

Diferencia de las dos sumas : 10 - 10 =0

Luego, el nimero 19 316 es divisible por
1.

Comprobemos: 19 316+11 = 1756

OTRA FORMA DE HALLAR LA DIVISIBILIDAD
POR 11 :

Dado un nlimero se separa la primera cifra
de la derecha, ésta se resta de lo que quede
a la izquierda del nimero inicial yasi

sucesivamente; si el resultado que queda
al final es multiplo de 11, entonces el nimero




image21.png
es multplo de 11.
Ejemplo: 25465

22 es multiplo de 11, porque 22%11 = 2
XIl) DIVISIBILIDAD POR 13 :

Se multiplica cada cifra del numerador por
el factor indicado de derecha a izquierda:

Si:

=) & - &) o
—h—(3g+4f+e)+(3d+4c+b)-3a=13
EJEMPLO :

33631= 103 .
Pues 9-3-24-4+1=-26 =13
OTRA FORMA DE HALLAR LA DIVISIBILIDAD
POR13:
Dado el nimero se separa la primera cifra
de la derecha y se resta a lo que queda ala
izquierda 9 veces de la cifra que se ha
separado y asi sucesivamente, si el
resultado que queda al final es cero o
multiplo de 13, entonces “el nimero es
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mltiplo de 13.

Ejemplo: 193816
T———  9x6=54

19 381 -
s
19 327
& b—  o9x7-63
1932
B
1269
£ 9xa =81
186-
T

105  w» ( no es divisible
por13)

Ejemplo : 47 502
U T — o9x2-18

4750-
LT
4732
L — o9x2=1s
473-
e
5
& 9x5 =45
45-
Y
0

47 502 es miiltiplo de 13
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Alll) DIVISIBILIDAD POR 17 :

Dado un nimero se separa la primera cifra
de la derecha y se resta a lo que queda a la
izquierda, 5 veces de la cifra que se ha
separado y asi sucesivamente, si el
resultado final es cero o miltiplo de 17,
entonces el nimero es mdltiplo de 17.

Ejemplo: 8347
L-L——5%x7=35
834- T
35|
799
L 5x9=45

79- T
4

34 we (es divisible por 17)
8 347 esdivisible por 17

DIVISIBILIDAD COMPUESTA

Se descompone en factores cuya
divisibilidad se conoce.
Si: Si:

o 9

o|l"2 o5
N=6_ |, N=45 _,
3 9

Si: 0 Si: o
o |74 0|77
N=12| , N=35 ,
3 5

* Un numero es divisible por 12, cuando
al mismo tiempo, lo es por 3y por 4.

* Un ndmero es divisible por 14, cuando
al mismo tiempo, lo es por 2y por 7.

* Un numero es divisible por 15, cuando
al mismo tiempo, lo es por 3y por 5.

* ;51372es ¢ ?
Veamos:

0
+Es 2 ? Si pues termina en cifra par.
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0 0
¢Es 3 7Si, pues5+1+3+7+2=18=3
NOTA :

Un ndmero es divisible por 16, cuando
termina en 4 ceros o sus 4 Ultimas cifras
forman un multiplo de 16.
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Es la parte de la aritmética que estudia
las condiciones que debe reunir un numeral
para ser divisible por otro. También nos
permite encontrar el residuo de unadivisién
sin necesidad de efectuarla.

DIVISIBILIDAD EN Z :
Un ndmero entero «A» es divisible entre
otro nlimero entero positivo «B» si al dividir
«A» entre «B» el cociente es entero y el
residuo es igual a cero.

Simbélicamente:

Si AczZ,Bez'y kez

AB_’
0 kK

Sin embargo los elementos de la divisién
se pueden representar mediante su
algoritmo, esto es:
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EJEMFPLOS!

ol
.
0 5

ol g

-17

o gy

13= 13(1)
~ RS

0 |7
L e

0 0

* De estos ejemplos podemos sacar
algunas conclusiones.

1) Si el nimero entero N es miltiplo de
12, significa que N se va a obtener de
multiplicar 12 por un entero k, 12 tiene
divisores, lo cual permite expresar 12 de
diferentes modos:

N = 12k = 2(6k) =3(4k) = 4(3k) se observa
que en cada caso podemos tomar un
moédulo como referencia, es decir podemos
afirmar también que N es mdltiplo de 3, 4
,6.y 2

De aqui se concluye:

«Todo niimero entero es miuiltiplo de
sus divisores enteros positivos»

EJEMPLOS:
* N es multiplode 15, como: 15=5x%3

Luego se puede afirmar que:




