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Por lo que podemos citar dos principios
fundamentales del andlisis combinatorio, que
pueden expresarse asi :

Si un primer acontecimiento A puede
efectuarse de m formas distintas, un segundo
acontecimiento B puede efectuarse de n
formas distintas, entonces el nimero total de
formas diferentes en que puede efectuarse A
o B, en forma mutuamente excluyentes, esta
dado por la suma (m + n).

En el Gltimo ejemplo planteado :

O bien inicia su recorrido a pie o bien lo inicia
en bicicleta. Siinicia a pie tienen 3 formas de
continuar (avién, automévil o tranvia), si inicia
en bicicleta tiene 3 formas de continuar (avién,
automévil o tranvia).

Por lo tanto tendra 343 =6 formas de realizar
el viaje de A a C pasando por B.

Si un primer acontecimiento A puede
efectuarse de m formas distintas, unsegundo
acontecimiento B puede efectuarse de n
formas distintas, entonces el nimero total de
formas diferentes en que puede efectuarse A
y B, en forma simultanea o en forma
consecutiva, esta dado por el producto mx n.
En el Gltimo ejemplo planteado :

Por cada una de las 2 formas en que ir de A
hasta B (a pie o bicicleta), tiene 3 formas de
continuar de B hasta C (avidn , automovil o
ranvia). Por lo tanto tendra2 x 3 =6 formas
de realizar el viaje de A a C pasando por B.

PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

Si se desea realizar una actividad queconsta
de r pasos, en donde el primer paso de la
actividad a realizar puede ser llevado a cabo
de N, maneras o formas, el segundo paso de
N, maneras o formas y el n-ésimo paso de N,
maneras o formas , entonces esta actividad
puede ser llevada a efecto de :

NN, x ..x N maneras o formas

E| principio multiplicativo implica que cada uno
de los pasos de la actividad deben ser llevados




image5.png
a efecto, uno tras otro.

En particular si un procedimiento se puede
descomponer en dos etapas y si existen m
resultados posibles de la primera etapa, y para
cada uno de estos resultados, existen n
resultados posibles para la segunda etapa,
entonces el procedimiento total se puede
realizar, en el orden dado, de mxn formas.
EJEMPLO :

Para una obra de teatro hay 6 hombres y 8
mujeres que aspiran a los papeles principales.
El director puede elegir a la pareja principal de
6x8=48 formas.

Esta regla también puede ampliarse a mas de
dos etapas.

PRINCIPIO ADITIVO

Si se desea llevar a efecto una actividad, |a
cual tiene formas alternativas para ser
realizada (no simultaneamente 2 o mas
actividades ), donde la primera de esas
alternativas puede ser realizada de Mmaneras
o formas, la segunda alternativa puede
realizarse de N maneras o formas ... y la
iitima de las alternativas puede ser realizada
de W maneras o formas, entonces esa
actividad puede ser llevada a cabo de :

M+ N +... + W maneras o formas

Es decir si una primera tarea puede realizarse
de m formas y una segunda tarea puede
realizarse de n formas, y no es posible realizar
ambas tareas de manera simultanea, entonces
para realizar cualquiera de ellas pueden
utilizarse cualquiera de m + n formas.
EJEMPLO :

Una biblioteca tiene 40 libros de historia y 50
de filosofia. Siun estudiante quiere aprender
acerca de alguno de estos dos temas, por la
regla de la suma puede elegir entre 40 + 50 =
90 libros.

®» ®
El estudiante no quiere estudiar historia y
filosofia, sino historia o filosofia
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| aregla puede ampliarse a mas de dos tareas,
siempre que ningln par de ellas pueda ocurrir
simultaneamente.

PERMUTACION

Dado un conjunto de n elementos, se
denomina permutacion a cada uno de los
conjuntos que se pueden formar con K de
estos elementos tales que cada uno de ellos
difiere de otro en el orden en que son
considerados los elementos.

Dicho de otro modo, dada una coleccién de n
objetos distintos, cualquier disposicién lineal
de K de estos objetos se denomina
permutacion de la coleccion.

EJEMPLO:

Un grupo de § personas va a sentarse en fila
para una foto.  Cuantas disposiciones lineales

son posibles?
g 4 3 2

Fposicion 2°posicion 3posicion 2°posicion 5° posicicn

Cualquiera de las § personas puede ocupar la
primera posicion de la fila . Para la segunda
nosicion podemos elegir entre 4 personas.
Continuando de esta manera, sélo tenemos
Ina persona para ocupar la quinta posicién.
Esto produce un total de §x4x3x2x1=120
disposiciones posibles de las § personas. Se
obtiene exactamente lamisma respuesta si las
posiciones se ocupan en otro orden (por
ejemplo, 32 posicion, 12 posicion, 4°, 52 y 27).
EN GENERAL :

El nimero de permutaciones de n elementos
diferentes tomados de K en K, se calcula
como: gn . h!

KT n—K)
OBSERVACIONES :
Cuando se toman todos los elementos del
conjunto para ordenarlos o permutarlos (es
decir K=n), se dice que es una permutacion
de n elementos y se denota por P,

n nl _n!_n!

Ly R TR

1

; 0<K<n
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EJENVIPLO ©

tomados de 2 en 2 se denota como P24

P :12:4X3:4x3x2x1
2x1
APLICACION DE LA PERMUTACION :
Cuando nos piden agrupar y ordenar
(permutar) a la vez, los elementos de un
conjunto, con parte o todos los elementos,
interesando el orden, de modo que cada grupo
se diferencie de otro en por menos un
elemento, o por el orden dispuesto.
EJEMPLO 1:
¢ Cuantos numeros de 2 cifras diferentes se
puede formar con los digitos 3 ; 4y 5?7

RESOLUCION : contando
P

34+43 nil de2
PR e

Aplicando Permutaciones :

_—Digitos disponibles
P;=3x2=86
“~—Tomados de 2en 2
EJEMPLO 2:

En una carrera participan 4 atletas . ;De
cuantas maneras distintas pueden llegar a la
meta, sillegan uno a continuacién del otro?

RESOLUCION :
Sean: A; B ; CyDlos atletas y como :

/Pn cinnvs-\
4° 30 2= 1" 4 3 27 1
D[c[B]A|+[D][C[A[B
(Interesa el orden)

Numero de
maneras = P mese T = 4x3x2x1=24
PERMUTACION CIRCULAR

(P clrcular)
n
Donde : PEireular _ (n _ ),

Es un arreglo u ordenacién de elementos
diferentes alrededor de un objeto . En estas
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ordenaciones , no hay primer ni ultimo
elemento , por hallarse todos enlinea cerrada.
EJEMPLO :

Permutar A , By C en forma circular.

@

Para determinar el nimero de permutaciones
circulares de n elementos distintos, denotado
por P, , basta fijar laposicién de uno de ellos
y los n—1 restantes podran ordenarse de (n—
1)! maneras. Si se toma otro elemento como
fijo , las ordenaciones de los restantes seréan
seguro uno de los ya considerados Luego :

PCw = (n-1

Para diferenciar una permutacion circular de
otra , se toma uno de los elementos como
elemento de referenciay se recorre en sentido
horario o antihorario. Si se encuentran los
elementos en el mismo orden , entonces
ambas permutaciones seraniguales y en caso
contrario , diferentes.

Para el ejemplo anterior
ANB B B(3\C
¥
Aparentemente , hay 6 ordenamientos, lo cual
no es cierto, por que : si hacemos girar al 1°
ordenamiento en sentido antihorario
obtenemos el ordenamiento 3° ; y si lo
hacemos girar en sentido horario obtenemos
el ordenamiento 5° ; de igual forma si al
ordenamiento 2° lo hacemos girar en sentido
antihorario obtenemos el ordenamiento 6°, y
si lo hacemos girar en sentido horario
obtenemos el ordenamiento 4°. De todo este
andlisis se deduce que los elementos A,By
C sélo pueden ordenar de 2 maneras
diferentes. Pero sifueran mas elementos, seria
mas tedioso mostrar todos los ordenamientos
posibles. Esto nos conlleva a utilizar la férmula

antes indicada.

Osea : PC = (3-1)!=2
APLICACION DE LA PERMUTACION

CIRCULAR *
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Cuando nos piden ordenar un grupo de
elementos alrededor de un objeto . En estas
ordenaciones no hay primer ni tltimo elemento,
para calcular el nimero de permutaciones
circulares , basta fijar la posicion de uno de
ellos y los n—1 restantes se podran ordenar
de (n—1)!, maneras.

EJEMPLO 1:

¢,De cuantas maneras distintas , se pueden
sentar 5 personas alrededor de una mesa?

RESOLUCION :
P;lrculal= (5-1)!=4! = 4x3x2x1= 24 maneras

PERMUTACION CON ELEMENTOS
REPETIDOS
Poie.)
En los casos anteriores se han obtenido
permutaciones en donde todos los elementos
utilizados para hacer los arreglos son
diferentes. A continuacién se obtendra une
férmula que nos permite obtener las
permutaciones de n objetos, cuando entre
esos objetos hay algunos que son iguales.

Donde : (Pia;p;c...

a+b+c+.
APLICACION :
Cuando nos piden ordenar un grupo de
elementos, los cualesno son todos diferentes
EJEMPLO 1:

Se tienen 3 bolas azules y 2 negras todas del
mismo tamario. ;De cuantas maneras se
pueden ordenar en fila?

RESOLUCION :
n=5;a=3;b=2
Nimerode _. 5! 120
=Poa =g =210
maneras 3Mx2! 6x2
EJEMPLO 2:

Obtenga todas las permutaciones posibles 2
obtener contodas las letras de la palabra OSO.

RESOLUCION:
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Para obtener la férmula, es necesario primero
suponer que todas las letras de la palabra 0SO
son diferentes y para diferenciarlas pondremos
subindices a las letras O, por lo que quedaria,
0,S0, y las permutaciones a obtener setian :

P} —3x2x1=6

definiendo las permutaciones tenemos que

estas serian, 0,80, ; 0,S0,; $0,0,;80,0,;

0,0,S; 0,0,8

¢ Pero realmente podemos hacer diferentes a

las letras O?, eso no es posible, luego

entonces ¢ cuantos arreglos reales se tienen?

Como:

Arreglos reales : 0,80, = 0,S0, = 0SO
$0,0,=50,0, = SO0
0,0,5=0,0,S = 00S

Entonces se observa que en realidad solo es

posible obtener tres permutaciones con las

letras de la palabra OSO debido aquelasietra

O son idénticas, ¢ pero qué es lo que nos hizo

pensar en seis arreglos en lugar de tres?, el

cambio que hicimos entre las letras O cuando
las consideramos diferentes, cuando en
realidad son iguales.

Para obtener los arreglos reales es necesario
partir de la siguiente expresion :

El nimero de arreglos reales = # de
permutaciones considerando a todos los
objetos como diferentes
Los cambios entre objetos iguales
El numero de 31_3x
(arreglos realesJ 21 21
EJEMPLO 3:
Obtenga todas las sefiales posibles que se
pueden disefiar con seis banderines, dos de
los cuales son rojos, tres son verdes y uno
morado.

RESOLUCION:
1
Poq = 5 __6oseales diferentes
Sl 32!

EJEMPLO 4 *
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¢De cuantas maneras es posible plantar en
una linea divisoria de un terreno dos nogales,
cuatro manzanos y tres ciruelos?

RESOLUCION:

9!
Py =
A T TN T]

COMBINACION

Es unaseleccion o grupo que se puede formar
con una parte o con todos los elementos
disponibles de un conjunto . En una
combinacién no interesa el orden de sus
elementos.

A través de un ejemplo nos daremos cuenta
que hay una estrecha relacién entre las
permutaciones y las combinaciones.

Dado el conjunto A={a; b ; ¢ ; d}, calcular el
nimero de permutaciones y el namero de
combinaciones de los elementos de A
tomados de 3 en 3.

permutaciones (ordenamisntos)  combinasiones (grupos;

=1260 maneras diferentes

abe; achibacbeascabicha =6 abc>1

abd;adb;bad;bda;dab;dba =6 abd=>1
acd;adc;cad;cda;dac;dea =6 acd=>1
bed;bde;chd; cdb;dbe;deb = 6 bed>1
- 24=p4 :a=cd

Total.24—P3 Total.lt—cs

Del ejemplo anterior, obtenemos las siguientes
conclusiones :

El nimero de combinaciones de 4 elementos
tomados de 3 en 3 se denota por Cg

Cada combinacion tiene 6 permutaciones , es
decir 4
@ 3 a2

3 N@E-3)!

EN GENERAL :
El nimero de combinaciones de n elementos
tomados de K en K, se calcula como :

!
Ck= _n 0<K <n
Kl(n—K)!
« veces
oo _ MN=0n=2).(n—k+1)
KT kk—1 (K-2)...3x2x1

Donde :
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525%4 . 7o Tx6x5x4
G105 Gt g

ci=1-n ;o Cp=Ch=1
iIMPORTANTE!

CR=Chy —>C¥=cP
APLICACION DE LA COMBINACION :
Cuando nos piden agrupar un conjunto de
elementos con parte otodos los elementos de
un total , sin interesar el orden de los
elementos, de modo que cada grupo se
diferencie de otro en por lo menos un
elemento.
EJEMPLO 1:
Con Tati, Paco y Pito, ¢ cuantos grupos de 2
personas se pueden formar?
RESOLUCION :

Contando
Tati,Pacol pyeo Tati
Tati,Pito

Paco,Pito

o interes:
el orden

3 maneras
diferentes

APLICANDO COMBINACIONES :
Namero _ c3_3><2 =3
de grupos 2x1
EJEMPLO 2:
¢ Cuantos triangulos se podran formar al unir
7 puntos no colineales?
RESOLUCION :
Para formar un triangulo es suficiente 3 puntos
no colineales y como :

AABC =AACB (no interesa el orden)
Numero de_ . _7x6x5_.

triangulos 0 3x2x1

B ®
Cuando se toman todos los elementos del
conjunto para agruparlos o combinarlos (es
decir, K=n), se dice que es una combinacién
de n elementosy :

n!

=2"1
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ALUIVINA © ¢ Cuando aplico combinaciones Y
cuando pemmutaciones y como me doy cuenta?

PROFESOR : La diferencia radica en el

«orden»
[[Combinacion Permutacion o Variacion
porta el orden’| “Importa el orden”
AB=BA AB¥ BA

Para ver de una manera objetiva la diferencia
entre una combinacion y una permutacion,
plantearemos cierta situacion.

Suponga que un salén de clase esta
constituido por 35 alumnos.

a) El maestro desea que tres de los alumnos
lo ayuden en actividades tales como mantener
el aulalimpia o entregar material a los alumnos
cuando asi sea necesario.

b) El maestro desea que se nombre alos
representantes del salén (Presidente,
Secretario y Tesorero).

RESOLUCION:

a) Suponga que por unanimidad se ha elegido
a Daniel, Arturo y a Rafael para limpiar el aula
o entregar material, (aunque pudieron haberse
seleccionado a Rafael, Daniel y a Enrique, o
pudo haberse formado cualquier grupo de tres
personas para realizar las actividades
mencionadas anteriormente).

(Es portante el orden como se
selecciona a los elementos que forma el
grupo detres personas?

Reflexionando al respecto nos damos cuenta
de que el orden en este caso no tiene
importancia, ya que lo Gnico que nos

interesaria es el contenido de cada grupo,
dicho de otra forma, ;quiénes estan en el
grupo?

Por tanto, este ejemplo es una combinacion,
quiere decir esto que las combinaciones nos
permiten formar grupos o muestras de
elementos en donde lo tinico que nos interesa
es el contenido de los mismos.

b)Suponga que se han nombrado como
representantes del salén a Daniel como
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Presidente, aArturo como secretario ya Rafael
como tesorero, pero resulta que a alguien se
le ocurre hacer algunos cambios, los que se
muestran a continuacién:

cAMBIOS
PRESIDENTE : Dai 1 Arturo Rafael Daniel
SECRETARIO : Arturo Daniel Daniel Rafael
TESORERO : Rafael Rafael Arturo Arturo
Ahora tenemos cuatro arreglos, ¢se trata de
la misma representacion?
Creo que la respuesta seria no, ya que el
cambio de funcién que se hace a los
tegrantes de la representacisn original hace
que definitivamente cada una de las
representaciones trabaje de manera diferente,
¢importa el orden de los elementos en los
arreglos?. La respuesta definitivamente seria
si. luego entonces las representaciones antes
definidas son diferentes ya que elorden o Ia
forma en que se asignan las funciones si
importa, por lo tanto es este caso estamos
tratando con permutaciones.

COMBINACIONES CON REPETICION
(CRD)

Combinaciones con repeticién de n elementos
de orden r, son todas las agrupaciones de un
namero r de elementos con repeticién de un
conjunto de n objetos (sin restricciones de r
respecto de n ).

PROPIEDAD :

El niumero de combinaciones con repeticién
de n elementos de orden r , denotado por

CR?, esta dado por :
n __ n+r—1
CR_ =C7

EJEMPLO 1:
¢ Cuantas agrupaciones de dos elementos se
pueden formar con las letras : A, B, C y D, si
se permite repeticiones?

A) 9 B) 10 c)e D)8 E) 12
RESOLUCION :

El problema es una combinacién con repet

El nimero de maneras en que se pueden
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formar agrupaciones de dos letras con
repeticion es :

? CRi=CcH?'-c} =10
Estas agrupacionesson : AA, AB,AC, AD, BB,
BC, BD, CC, CD, DD.

RPTA: “B”
EJEMPLO 2:
¢De cuantas formas podemos distribuir 4
caramelos idénticos entre 3 nifios?
A)24  B)20 c)10 D)4 E)15
RESOLUCION :
El problema es Una combinacién con repeticion

Entonces el ndmero de maneras en que podemos
distribuir los 4 caramelos ertre los 3 nifios es

CRy=cI*"=c5 =15

EJEMPLO 3:

¢De cuantas formas se puede distribuir 7
canicas blancas idénticas en 4 recipientes
diferentes?

A) 84 B)72 C)36 D)240  E)120
RESOLUCION :

El problema es una combinacion con repeticién
de 4 elementos de orden 7. Entonces el
numero de formas que se distribuye las
canicas a los recipientes es:

CRE=CITM=c =120 o
DIAGRAMA DE ARBOL

Un diagrama de arbol es el dibujo que se usa
para enumerar todos los resultados posibles
de una serie de experimentos en donde cada
experimento puede suceder en un namero
finito de maneras . Enlos ejemplos que siguen
, ilustraremos la construccién de diagramas
de arbol.

EJEMPLO 1:

Marcos y Enrique van a jugar un campeonato
de tenis. El primero en ganar dos juegos
seguidos o que gane un total de tres juegos,
gana el torneo. El diagrama siguiente da varias
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RESOLUCION :
M M 4 MAE
ey

 _oa”
LLE

Observemos que existen 10 puntos extremos,
los cuales corresponden a las 10 maneras en
que puede finalizar el campeonato :

MM, MEMM, MEMEM, MEMEE, MEE, EMM,
EMEMM, EMEME, EMEE, EE

La trayectoria desde el comienzo del arbol al
punto extremo describe quien gane
determinado juego durante el torneo.
EJEMPLO 2:

Un hombre tiene tiempo de jugar ruleta por lo
menos cinco veces . En cada ocasién gana o
pierde un sol. El hombre comienza con un so
y se detendra antes de la quinta ocasidn, si
pierde todo su dinero o si gana tres soles, o
si tiene cuatro soles . 0

El diagrama de arbol describe la maneraen la
cual las apuestas puede desarrollarse. Cada
nimero del diagramarepresentalos pesos que
tiene en ese punto. Las apuestas puedentener
lugar de 11 maneras diferentes. Notemos que
dejara el juego antes de la quinta ocasion, en
tres de los casos solamente.

EJEMPLO 2:

Si en unaprueba de verdadero —falso hay tres
preguntas, ;de cuantas formas diferentes
pueden contestarse estas tres preguntas?

A) 8 B)6 C) 10 D)4 E)3
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RESOLUCION :

Consideremos V para la respuesta verdadero
y F para la respuesta falso . Los resultados
posibles del problema lo obtendremos
construyendo un diagrama de arbol . La
construccion del diagrama de arbol se realiza
de izquierda a derecha y en cada rama se
colocalos resultados posibles del experimento
dado

Los puntos finales el diagrama de arbolindica
el nimero de resultados posibles de la prueba
. Los 8 resultados posibles de la prueba son :
VVV, VVF, VFV, VFF, FVV, FVF, FFV, FFF.
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El analisis combinatorio es la parte de la
Matematicas que estudia el nimero de
ordenamientos o grupos que se pueden formar
con las cosas o los elementos.

FACTORIAL DE UN NUMERO

Sea h un nimero entero positivo , el factorial

de n, se denotaporn! o m y se define como

el producto delos enteros consecutivos desde
1 hasta n o desde n hasta la unidad inclusive.
n!=1x2x3x4x..x(n—1)xn

EJEMPLOS :

x2x3x4=24
x2x3x4x5 = 120

*x2x3x4x5x6 = 720
x2x3x4x5x6xT=5040
x2x3x4x5x6xTx8 = 40320

1=1x2x 3x4x5x6xTx8x9 = 362880
101=1x2x 3x4x5x6x7x8x9x 10= 3628800
Se observa : 9t

10! =10x9x8x7x6x5x4x3x2x1

101 =10x9!
10! =10x9x8!
10! 0x9x8x7!

Entonces : n! = (n—1)xn

De aqui , obtenemos para n=1

11=(1-1)!x 1=0!x1=0!

Luego definimos convencionalmente = 1= 0!=1

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES
DEL CONTEO

En los ejemplos siguientes , nos damos cuenta
que dado un evento particular (alinear las 3
esferitas o formar una pareja), estamos
interesados en conocer todas las maneras
distintas en que puede ocurrir.

Para determinar las veces que ocurre un
determinado evento , haremos uso de las
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lecnicas de conteo , que seran de gran ayuda
en estos casos.

]
L 80008008 = ouaus

3 maneras

OTROEJEMPLO :
Suponga que una persona tiene 2 formas de
r de una ciudad A a otra B, y una vez llegada
a B, tiene 3 maneras de llegar a otra ciudad C.
¢ De cuantas maneras podra realizar el viaje
de A a C pasando por B?

a ple (p} en avién (a)

La persona tuvo seis formas diferentes de
realizar el viaje que son: (iniciales) pa , pm,
pc, ba,bm, be. Se puede representar en un
diagrama de arbol.

.

automéull
g

K2

,

S

CASOS :

 pie - avion « bicicleta - avién
 pie - automovil  + bicicleta - automaovil
+ pie - tranvia * bicicleta - tranvia





